MATEMATIKA
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Problematika feSeni funkcionalnich rovnic, nerovnic a jejich soustav je
trvale vyhledavanou oblasti nadstandarni ¢asti skolské matematiky zejména
pro matematické soutéze. Svéd¢i o tom napf. pouziti dvou tloh uvede-
ného typu v aktualnim (8.) roéniku Stfedoevropské MO (MEMO), ktera
se uskutecnila v zafi 2014 v Drazdanech (viz piiklad 6 naseho ¢lanku).

V tomto pfispévku se zaméiime na feseni funkcionalnich nerovnic a je-
jich soustav. Uvedeme zde zakladni metody a postupy feseni tiloh uvede-
ného typu. Podobné jako v [1] zde budou prezentovany zakladni metody
jejich Feseni na konkrétnich tlohach. Jsou jimi, podobné jako v [1], pfede-
vsim metoda specifikace proménnych a metoda symetrie. V pripadé reseni
funkcionalnich nerovnic a jejich soustav zde navic pristupuje i potiebna
znalost elementarnich metod feseni algebraickych nerovnic.

I v tomto prispévku predpokladame u Ctenare pouze zakladni znalosti
z oblasti teorie funkei{ v redlném oboru (v rozsahu ucebnic pro stfedni
skoly). P¥ipomindme déle, Ze symbolem R budeme v celém ¢lanku znadit
mnozinu vSech realnych ¢isel a napf. symbolem (0; +00) budeme oznacovat
neomezeny interval obsahujici vSechna kladné realna cisla.

Priklad 1

Urcete vSechny funkce f: R — R takové, ze pro vSechna realna cisla x,
y plati

f@)+ fly) > f(2)f(y) + 1.

Matematika — fyzika — informatika 23 2014 321



Reseni. Necht z je libovolné redlné &islo, polozme y = . Dostaneme tak
nerovnost 2f(x) > f%(x) + 1, kterou upravime na tvar

(f(z) =1)* <.

Odtud je patrné, ze pokud existuje feseni dané funkcionalni nerovnice, pak
pro vSechna redlna ¢isla x plati f(x) = 1.

v/

Zavér. Zkouskou (kterd je nutnou soucasti feseni) snadno ovéfime, Ze tato
konstantni funkce je opravdu fesenim dané funkcionalni nerovnosti.

Priklad 2

Urcete vsechny funkce f: R — R takové, Ze pro vSechna realna ¢isla x, y
plati

zf(y) +yf(x) = f(2)f(y) + =y

Resent. Stejné jako v predeslém piikladu dostaneme volbou y = z pro li-
bovolné realné ¢islo x nerovnici 2z f (x) > f?(x)+a2, kterou déle upravime
na tvar

(f(x) —2)* <0.

Odtud vidime, Ze nutné plati f(x) = z pro vSechna redlna ¢isla x. Prove-
denim zkousky opét ovérime, ze nalezend funkce je opravdu feSenim dané
funkcionalni nerovnice.

Jiné reseni. Polozme nyni x = y = 0. Dostaneme tak f2(0) < 0 a odtud
f(0) = 0. Déale pfedpokladejme, Ze pro redlna ¢éisla x,y plati zy > 0.
Délenim obou stran této nerovnice kladnym c¢islem zy tak dostaneme

coz je pro neznamou funkci g(x) = f(x)/x stejnd nerovnice jako v pii-
kladu 1. Pro v8echna z,y € R, zy > 0 tedy plati

g9(x) + g(y) > g(x)g(y) + 1.
Analogicky jako v piikladu 1 dostaneme g(z) = 1, a tudiz f(z) = =z.

Nalezeny vysledek musime (s ohledem na pouzity zptisob feseni) podrobit
zkousce.
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Pozndmka. Zptusobem podobnym prvnimu feSeni bychom mohli také fesit
funkcionalni nerovnici

zf(x) +yf(y) > xyf(x)f(y) + 1.

Priklad 3
Urcete vSechny funkce f: R — R takové, Ze pro vSechna x,y € R plati

2f (%) + 2f(y) > f(z)f(xy) + 4.
Reseni. Polozime-li v dané nerovnici z = y = 0, dostaneme po tipravé
0> (£(0) —2)*

tedy f(0) = 2.
Dale polozime y = 0. Pro vSechna realnd ¢isla = tedy plati

2f(2?) +2£(0) > f(2)f(0) +4,

odtud z podminky f(0) = 2 plyne f(x?) > f(z). Volbou z = 0 dale
zjistime, Ze pro vSechna redlné ¢isla y plati

2£(0) +2f(y) > f(0) + 4.

Z podminky f(0) = 2 pak dostaneme f(y) > 2. Pro vSechna realn4 ¢isla x
tedy plati

fa®) =22 f(z) —220. (1)
Koneéné volbou & = y v dané nerovnici dostaneme po fipravé
(f(z) = 2)(f(2*) - 2) <0.
Ustim (1) déle dostaneme
(f(z) = 2)* < (f(x) = 2)(f(=*) —2) 0.

Odtud f(z) = 2 pro v8echna realna ¢isla z. Zkouskou snadno ovéfime, Ze
nalezend funkce je feSenim dané funkciondlni nerovnice.
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Priklad 4

Najdéte vSechny funkce f,g: R — R takové, Ze pro vSechna realné ¢isla
x plati

1+ f(z) < 29(x),
1+ g*(z) < 2f(x).

Resent. Se¢tenim obou danjch nerovnic méme
L+ f2(2) + 1+ g%(x) < 2f(x) + 29(2).
Odtud po tpravé ziskdme nerovnici
(1= f(@)” + (1 —g(2)* <0,

tedy pro vSechna realnd ¢isla x nutné plati

Zkouskou se snadno presvédéime, Ze tyto funkce vyhovuji dané soustavé
funkcionélnich nerovnic.

Piiklad 5 (Vietnamskd MO, 1991)

Najdéte vSechny funkce f: R — R takové, ze pro vSechna realna cisla
x, Yy, z plati

DO =

flzy) + f(xz) — 2f(2) f(yz) >

Reseni. Polozme nejprve x = y = z = 0 a dostaneme tak

DN =

2£(0) - 2£%(0) >

Tuto nerovnost upravime na tvar (f(0) — 3)? < 0. Odtud bezprostredné
plyne

1

f(0) = 3

Podobné volbou x = y = z = 1 dostaneme
1

=3
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Nyni polozme y = z = 1. Pro vSechna redlné ¢isla x tedy plati

F(@) + f() -~ 20@) (1) 2 5,
tedy
f)> 5 )
Naopak volbou y = z = 0 dostaneme pro libovolné realné &islo
2£(0) - 27(@)f(0) > 5.
Odtud 1
J@) <5 3)

Spojenim (2) a (3) zjistime, Ze pro vSechna redlnd ¢isla x plati f(z) =
Zkous$kou nasledné ovérime, Ze nalezena funkce vyhovuje dané funkcionalni
nerovnici.

1
2"
ni

Piiklad 6 (8. MEMO, 2014)

Najdéte vSechny funkce f: R — R takové, Ze pro vSechna realna ¢isla
z a y plati

e f(zy) +ayf(z) > f(=°)f(y) + 2y

Regend. Volbou x = y = 1 v zadani po tpravé dostaneme 0 > (f(1) — )
proto nutné f(1) = 1. Polozime-li y = 1, dostaneme 2z f(x) > f(x?) +
coZ upravime na tvar

2¢(f(x) — x) > f(2?) —2® (4)

pro vSechna realné ¢isla x. Volbou y = x dostaneme po tGpravé pro vsechna
realnd ¢isla x nerovnici

0> (f(2?) — 2°)(f(2) — ). (5)

Pokud pro uréité kladné redlné ¢islo z plati f(z2) — 22 > 0, pak z (4)
plyne f(z) —x > 0. Je tudiz (f(z?) — 22)(f(z) — x) > 0, coz je ve sporu
s (5), tedy pro viechna kladna realna ¢isla x plati f(2?) < 2. Kazdé kladné
realné cislo Ize napsat jako druhou mocninu kladného redlného cisla, tedy
7 této nerovnosti plyne f(z) < x pro vSechna kladn4 redlna ¢isla z. Pokud
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navic pro nékteré kladné redlné ¢islo x plati f(z) — < 0, potom z (4)
dostaneme f(z?) —2? < 0, tedy (f(2?) —2?)(f(x) —x) > 0, coz je opét ve
sporu s (5). Proto pro vSechna kladna realna ¢isla « plati

f(z) == (6)

Volbou = y = 0 dostaneme 0 > f2(0), tj. f(0) = 0, tedy vztah (6) je
splnén pro vSechna nezapornd realna cisla x.
Déle pfedpokladejme, ze © < 0, y < 0. Pak podle zadéani plati

22y +zyf(z) > 22 f(y) + 2%y.

Odtud po tipravé (z%y < 0) obdrzime

fa) _ f)
z Y
Tato nerovnost plati pro libovolna zaporna realna cisla x a y. Zaménou x
a y potom dostaneme
fy) _ f(x)

y T
7Z poslednich dvou nerovnosti bezprostiedné plyne

10 _ fa)

y xT

V této rovnici polozme y = —1 a oznaéme —f(—1) = k € R. Pro v8echna
zdpornd redlnd ¢isla x tedy plati f(x) = kx, kde k je nékteré reilné ¢islo.
Pokud mé zadana funkcionalni nerovnost feSeni, potom jim je pro néjaké
realné ¢islo k funkce

f(a?)z{ xr proz >0,

kx prozxz <O0.
Nyni provedeme zkousku, ozna¢me
L=af(zy) +ayf(x),  P=fa*)f(y) +a°y.
a) Necht x = 0 nebo y = 0, v obou pfipadech L = P = 0, tedy nalezena

funkce vyhovuje zadani.
b) Pro z > 0ay > 0 plati P = 222y, L = 222y, opét tedy L > P.
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¢) Necht nyni x > 0, y < 0. Potom L = kaz?y + 2%y a P = ka?y + 2%y,
tedy L > P pro libovolné realné ¢islo k.

d) Necht 2 < 0, y > 0. Potom L = 2ka?y a P = 222y, tedy L > P, pravé
kdyz k > 1.

e) Necht r < 0, y < 0. Potom L = 22y + kz?y a P = ka’y + 2%y, tedy
nerovnost L > P plati pro libovolné realné ¢islo k.

Zavér. Zkouskou jsme tak oveérili, Ze pro kazdé realné ¢islo k > 1 je funkce

f(a:)z{ xz proz >0,

kx proz <0,
feSenim dané funkciondlni nerovnice.

Priklad 7
Necht funkce f: (0;1) — R pro libovolna rizné redlna éisla z,y € (0;1)
vyhovuje podminkadm

o) =rm=0 a () <@+ 1),

a) Dokazte, ze f(z) > 0 pro libovolné x € (0;1).

b) Dokazte, ze pro nekoneéné mnoho x € (0;1) plati f(z) = 0.

¢) Najdéte piiklad takové funkce, kterd nabyva pro néktera xz € (0;1)
nenulové hodnoty.

Resent.

a) Diikaz provedeme sporem. Pfedpokladejme, Ze existuje ¢islo a € (0;1)
pro které f(a) < 0. Vzhledem k podmince f(0) = f(1) = 0 musi byt
a € (0;1). Polozme nejprve x = 0, y = .. Dostaneme tak

7F(5) < £0) + fla) = f(@).
Volbou z =0, y = %a déle dostaneme

1(5) a0 (3) -1 (3)

naopak volbou z = %a, y = a dostaneme
3 Q@
— < — <
7(30) < £(5) + f(@) < 2f().
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A nyn{ koneéné volbou = = 1, y = 3 dostaneme

1(5) =13+ 1Ce) 2 (3) v
Odtud upravou dostaneme 0 < f(«), coz je spor s predpokladem

f(a) < 0. Proto plati f(x) > 0 pro v8echna z € (0;1).

b) Uzitim principu matematické indukce snadno ukdZeme, Ze pro libo-
volné celé nezaporné ¢islo n a libovolné k € {0,1,2,...,2"} plati

((#)-

c¢) Funkcionalni rovnici vyhovuje napf. funkce f(x), kterd pro x € (0;1)
tvaru x = k/2", kde k, n jsou celd nezédporné ¢isla, nabyva hodnotu 0.
Pro zbyvajici hodnoty x je rovna 1.

Neresené priklady
Na zavér uvadime dvojici nefeSenych tloh, které jsou uréeny zajemctm
o uvedenou problematiku.

Priklad 8
Najdéte vSechny funkce f: (1;400) — (1;4+00) takové, ze pro viechna
redlnd c¢isla © € (1;400) soudasné plati

f@) <2+1)  a afe+1) =) -1
[Jedinym FeSenim je funkce f(x) =z + 1/]

Priklad 9

Nechf funkce f: N — N pro vSechna pfirozend ¢isla n vyhovuje nerov-
nosti f(n+1) > f(f(n)). Dokazte, Ze pro vSechna pfirozend ¢isla n plati

f(n)=n.

Literatura

[1] Caldbek, P. — Svréek, J.: Abeceda feseni funkcionalnich rovnic. MFI, ro¢. 22 (2013),
¢. 4.
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Niekolko prikladov
k iracionalnym cislam

ANDREA KANALIKOVA - JANA POCSOVA
Prirodovedecks fakulta UPJS, Kosice — Fakulta BERG TU, Kosice

V tomto c¢lanku podrobne popisujeme riesenia troch tloh, v ktorych
vystupuju iracionalne ¢isla. Pojem iracionélne ¢islo vznikol prevazne pre
potreby matematiky. Kedze nie je tak silne previazany s mimomatema-
tickou realitou, pokusili sme sa zozbierat a vhodne upravit niekolko tloh,
v rieSeni ktorych tieto ¢isla vystupuja a schopnost s nimi pracovat je nevy-
hnutné pre ich samotné riesenie. Tieto tlohy zaradzujeme k nadstavbovym
tloham, ktoré st vhodné predovsetkym na pracu s nadanymi ziakmi, alebo
v matematickych krazkoch. Urcite nepatria k zakladnym tlohadm sluzia-
cim na precvicenie vlastnosti iracionalnych ¢isel, ale ich vyuzite je mozne
aj na obohatenie Standardnej vyucby k téme Iracionélne ¢isla.

Pohlad do kurikula

V priebehu zakladnej skoly sa ziak postupne oboznamuje s oborom pri-
rodzenych a celych ¢isel. Pri obore raciondlnych ¢isel sa vytvara vizba
medzi pojmom zlomok a desatinné ¢islo. Taktiez v priebehu 8., resp. 9. ro¢-
nika zakladnej skoly vznika aj prva intuitivna predstava o iracionalom ¢isle
a to pri téme Pytagorova veta. K prehlbeniu tejto predstavy dochadza az
v 1. ro¢niku gymnadzia, kde uz je pojem iracionalneho ¢isla zadefinovany
korektne spolu s uréenim reprezentantov tohto ¢iselného oboru.

7 algebraickej stranky je obsahom preberanej latky usporiadanie, po-
rovnanie iraciondlnych éisel a zaokrtthlovanie iracionalnych ¢isel. Tiez by
sa mali v tomto obdobi precvicovat aj tilohy obsahujtice vyrazy s odmoc-
ninami, ale v novom Stédtnom vzdeldvacom programe pre gymnéazia (podla
[1]), s ndzvom ISCED 3A (vysSie sekundéarne vzdeldvanie), uz tato téma
uplne absentuje. V priebehu 1. ro¢nika gymnéazia sa pri dokazoch spomina
aj dokaz, Ze v/2 nie je racionalne &slo. Tento dokaz sa vyzaduje od Ziakov
na maturitnych skiskach z matematiky.

Prva geometrickd predstava o iraciondlnom ¢isle vznikd uz pocas za-
kladnej skoly pri téme Pytagorova veta. Pri narysovani pravouhlého troj-
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uholnika s odvesnami dlzky 1 je prepona dlzky v/2. Ziakom je predostreta
predstava, ze /2 je dlzka nejakej tsecky, ktora sa da narysovat, ale toto
¢islo nevieme presne vyjadrit.

Neskor, v prvom ro¢niku gymnazia, je obsahom preberanej latky tiloha:
,Najdite obraz ¢isla /5 na ¢iselnej osi.“ Pri jej rieseni sa aplikuja Pyta-
gorova veta a Euklidova veta o vyske.

Podla [2] nasledujtce tlohy mozu byt zaradnené do vyudovania v pr-
vom roéniku gymnézia na upevnenie a prehibenie geometrickej predstavy
o iracionalnom d¢isle.

e Znézornite na Ciselnej osi tse¢ky AB, BC, pricom body A, B, C su
obrazy realnych &isel. Bod A je obrazom reélneho ¢isla —3 — 21/5, bod

B je obrazom ¢isla 1 — 2v/3 a bod C je obrazom ¢isla 0,3 + V5.

e Zostrojte obdlznik ABCD, ak |AB| = /5, |BD| = /3.

V nasledujicej ¢asti ¢ldnku uvddzame niekolko tiloh podporujicich roz-
voj algebraickej a tiez geometrickej predstavy o iracionalnom c¢isle spolu
s popisom ich rieSeni.

Niekolko tiloh s vyuZitim iracionalnych é&isel

Prva tloha (vybrand z [3]) poukazuje na to, ako mozno pri nespravnom
poditani s kalkulackou ziskat chybny vysledok.

Priklad 1
Porovnajte ¢isla v/990++/86 a v/ 778+1+/165. Svoju odpoved zdovodnite.

Riesenie. Pokial si tieto €éisla vyjadrime pomocou kalkulacky (s pomerne
malym poctom desatinngch miest, t.j. do 10), pravdepodobne vyhldsime
obe sucty za rovnaké. Avsak s presnejSiou kalkulackou by sme sa dopraco-
vali k vysledku

V990 + /86 = 40,73788394060. . .,
V778 + V165 = 40,73788394062. ..

Mozeme vidiet, Ze tieto dve iracionélne ¢isla nie st rovnaké, pretoze sa
lisia ciframi na 11. desatinnom mieste. Obe ¢isla sa zhoduji na prvych
10 desatinnych miestach. Dalej ukazeme, Ze ¢islo v/990 + /86 je mensie
ako &islo /778 + \/ﬁ, t.j. Ze plati

V990 + /86 < V778 + V/165.
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Nerovnost umocnime na druhi
990 4+ 2 -v990 - 86 + 86 < 778 + 2778 - 165 + 165

a postupne upravujeme ekvivalentne tak, aby sme odstranili odmocniny

133 < 2- (V778 165 — /990 - 86)
133% < 4- (778165 — 2 - V778 - 165 - 990 - 86 + 990 - 86)
8- V778 -165-990 - 86 < 4 - (778 - 165 + 990 - 86) — 133>
64 - 778 - 165 - 990 - 86 < 836 3517
699 482 995200 < 699 482 995 201.

Tym je ddkaz ukonceny.

Ndmety na diskusiu:

e Podobne, porovnajte (¢o do velkosti) nasledujtce dve iraciondlne ¢isla
V944 + /236, /531 + v/531. !

e S vyuzitim tzv. surdickych vyrazov, ktorych blizsia charakteristika je
uvedend tiez v [4], je mozné riesit nasledujicu tlohu. Uréte, ktoré z da-

nych ¢isel je iracionélne: \/3 +2v2 — \/3 —2v/2 a V2 + V4.

Dalsia z vybranych tiloh (podla [6]) vyuZziva aplikdciu Pytagorovej vety
v praxi. Uéitel ju moze vyuzit jednak ako motivaént tlohu pri tematic-
kom celku Pytagorova veta, pripadne ako tilohu na precvicenie pocitania
s vyrazmi obsahujicimi odmocniny.

Priklad 2

V roku 1966 dvaja vynélezci J. Sarikov a V. Zdanovi¢ vymysleli spdsob,
ako meraf hibku dna v tisekoch rieky, ktora je pre ¢loveka nedostupna. Do
vody sa hodi kotva, ku ktorej sti na dvoch lanach réznej dizky (ozna¢me
a lg) priviazané dve béje. Kotva s béjami sa vyhodi z lietadla na miesto
rieky, kde je potrebné odmeraft jej hibku. v momente, ked obe béje vypla-
vaju na hladinu sa z lietadla urobia fotografické zabery na rieku. Odmera-
nim vzdialenosti medzi bdjami z fotografii sa ziska vzdialenost medzi nimi

1Ron Graham zostavil dve iracionalne ¢&isla (ozna¢me a, b), ktorych desatinny rozvoj
sa zhoduje az na 40 desatinnych miest (pozri [5]). Kazdé z tychto iracionalnych &isel
tvori sucet deviatich ¢isel pod odmocninou:

a = /1000001 + /1000025 + /1000031 + /1000084 + /1000087 + /1000134 +
+ /1000158 + /1000182 + /1000198,

b = /1000002 + /1000018 + /1000042 + /1000066 + /1000113 + /1000116 +
+ /1000169 + /1000175 + +/1000199.
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(ozna¢me a) a z toho sa uz da vypocitat hibka rieky (ozna¢me h) v danom
mieste. Pokuste sa odvodif vzorec pre vypoéet hibky dna rieky.

Riesenie. Situiciu modZzeme zakreslit ako na obrazku 1.

R Bl a B2

smer pridu

h

dno rieky

:
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
:
K

Obr. 1 Naért situacie pri merani hibky dna pomocou kotvy s béjami

Vzdialenost bodov R a B; ozna¢me ako x. VSimnite si, Ze na obrazku
st dva pravouhlé trojuholniky: trojuholnik K Bs R a trojuholnik K B R.
Pomocou Pytagorovej vety vypocitame hibku rieky h. Ttto vetu pouzijeme
na vypocet hibky h v trojuholniku KBsR a tiez v trojuholniku K B;R.
Dostaneme nasledujice dva vzorce

h = \/Zg—(x—i—a)Z: \/lg—(x2+2xa+a2),

a dosadime do prvého vztahu. Dostaneme

h= \/zg— (12 = 2+ 20018 2 4 a2).
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Pomocou ekvivalentnjch tprav vyjadrime vztah pre vipoéet hibky rieky h.

h? =13 — (12 — h? + 2a4/13 — h2 + a?),

t.j. po Upravach mame

1
h= s o/4a2 — (-1 - a?)?

Ndmety na diskusiu:
e Vynalezcovia viak povodne na vypocet hibky rieky vyuzili tzv. Herénov
vzorec

a+b+e

Par=+/s(s—a)(s—b)(s—c), kdes= 5

Pokuste sa vyjadrit hibku rieky h s vyuzitim prave tohto Herénovho
vzorca.

Iracionalne éisla v tlohach Sangaku

V rokoch 1603—-1868 doslo k tiplnej izolacii japonskych ostrovov od oko-
litého sveta. V tom cCase bolo v Japonsku publikovanych mnoho matema-
tickych spisov zapisanych na $pecidlnych drevenych doskdch (SANGAKU).
Tieto boli umiestnené na stenach blizko chramoch ako obetné dary vset-
kych ¢lenov socialnych tried. Na tychto nastenkach bol nakresleny obrazok,
ktory sluzil k implicitnému popisu planimetrickej tlohy s textom: ,,Pozri
sa, ak vie§, dokaz tol“ (vid. [8])

Tieto tlohy sa lisia od tradi¢nych eurépskych geometrickych tloh, pre-
toze v nich ide spravidla o vySetrovanie zaujimavych metrickych vztahov
v planimetrii, ktoré nie s bezne zname z nasich ucebnic (pozri [7, 8, 9]).

RieSenim jednej z tloh SANGAKU (podla [7, 9, 10, 11]) sme sa inSpi-
rovali a pokusili sme sa k tomuto rieseniu sformulovat problém z mimo-
matematického prostredia.

Priklad 3
Firma na vyrobu tlaciarenskych strojov potrebuje vyrobit ststavu troch

.....

.....

sa ich dotykal. Aky polomer musi mat najmensi valec?
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Obr. 2 Schématicky nacrt zadanej ulohy

Riesenie. Najskor je potrebné vypocitat vzdialenost x obrazu stredov dvoch

T

Obr. 3 Naért postupu vypocétu vzdialenosti x

Tato vzdialenost vypoditame pomocou Pytagorovej vety
2 =(R+7r)*—(R-1)°
Odtial 2 = 4Rr, t.j. * = 2/ Rr.
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Ak spojime stredy vSetkych troch kruznic, dostaneme trojuholnik (pozri
obr. 4), ktorého strany maji dizky R +p, r+pa R +r.

R+r

R+p rtop

xy T2

T =21+ 22

Obr. 4 N&crt postupu vypoctu vzdialenosti z1 a 2

Dizky odvesien tohto trojuholnika je mozné dopoéitat z nacrtu. Dizky
1 a xo vyjadrime pomocou Pytagorovej vety
ai=(R+p)?—(R-p)?  ai=4Rp,  x1=2y/Rp.
Podobne
To = 24/Tp.

Podla obr. 3 vieme, Ze plati x1 + x2 = x, ize

2v/Rp+2,/rp=2VRr. (1)
Odtial dostavame hladant dlzku najmensej kruznice

Rr
P= =5
(VR + /)2
Po zvoleni konkrétnych hodnét polomerov kruznic napr. R = 30 cm a
r = 10 cm a po vyslednom zaokrihleni dostavame, Ze najmensi valec mé
polomer 0,4 cm.

Namety na diskusiu:
e Popremyslajte, ako moze zaokrihlovanie iracionalnych ¢isel v priebehu
vypoétu ovplyvnit presnost vysledku.
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V pripade, ak k zaokrithleniu iracionalnych ¢isel dojde na zaciatku riese-
nia tlohy, tak mozeme ocakavat skreslenie celého vysledku nakumulovanim
chyby. Pri tlohach z praxe, ktorych rieSenie vyzaduje velkd presnost, je
toto pociatoéné zaorkruhlenie velmi nezelané. Aj na tejto ulohe je mozné
poukézat na tento fakt.

e Najdite polomery vSetkych troch kruznic na obrazku tak, aby to boli
racionélne disla.

K vyrieSeniu staé¢i rovnost (1) upravit do tvaru

11
VP VR VT

Podakovanie. Tento pispevok vznikol s podporou pojektov VEGA (VEGA

1/1331/12) a KEGA (040TUKE-4/2014).
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Badatelsky pristup
k vyucbe trojuholnikov

STANISLAV LUKAC
Prirodovedecké fakulta UPJS, Kogice

Badatelska metéda vo vyuéovani prirodovednych predmetov

Vzhladom na zdsadné zmeny v spoloénosti rezonuje v prirodovednom
vzdeldvani najmé v poslednych dvoch desafrodiach nutnost moderniza-
cie prirodovedného vzdelavania. Tendencie o inovaciu a skvalitnenie pri-
rodovedného a matematického vzdelavania sa v celoeurépskom meradle
premietaji do celého radu narodnych aj medzinarodnych projektov aj do
oficidlnych dokumentov iniciovanych Eurépskou komisiou. Skupina exper-
tov pod vedenim ¢lena Eurdpskeho parlamentu Michela Rocarda skimala
moznosti, ako skvalitnif prirodovedné a matematické vzdeladvanie na za-
kladnych a strednych skolach. Jednym zo zéverov Rocardovej spravy v roku
2007 bolo deklarovanie nutnosti prechodu od $kolou preferovanej deduk-
tivnej formy vyucCovania k vyskumne orientovanej koncepcii vzdelavania
[3]. Pri spristupiiovani obsahu by mali Ziaci vykondvat rozmanité aktivity
zaloZené na rieseni problémov, praktickych ¢innostiach a spracovani infor-
macii.

Rozmanité moderniza¢né trendy vo vzdelavani ¢asto vychadzaja z kon-
struktivistickej koncepcie ucenia. Na konstruktivistickych principoch je
postavend aj badatelskd metdéda, pre ktort sa zauzivala skratka IBSE
(Inquiry Based Science Education). Tato metéda je odvodend z vyskum-
nych postupov charakteristickjch pre pracu vedcov, ktort mozno chépat
ako proces identifikicie otdzok a kontinualneho hladania odpovedi a vy-
svetleni [3]. Vyskumné otézky st samozrejme prispdsobené veku Ziakov a
drovni rozvoja ich badatelskych zruénosti. Badanie vo vyudovani je nasme-
rované, podobne ako vedecké badanie, k zodpovedaniu identifikovanych
vyskumnych otazok a k vyuzitiu vhodnych argumentov na zdévodnenie
najdenych odpovedi.

0Od ziakov nemozno oc¢akévat, ze budi hned schopni stanovit vyskumné
otdzky a uskutocnif vlastné badanie. Ich badatelské zru¢nosti je potrebné
rozvijat postupne, a preto mozno pri aplikovani vyskumnych postupov
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do prirodovedného a matematického vzdelavania vyuzivat rozne typy ba-
datelskych ¢innosti. Na zdklade klasifikicie navrhnutej Banchi a Bell [1]
mozno podla stuptia ucitelovho navddzania a vedenia ziakov rozlisit Styri
zékladné urovne badatelskych aktivit:

1. Potvrdzujiice bddanie — ilohou Ziakov je overif im uz zndme vysledky.
Cielom uéitela moze byt predstavenie ndpadu, ako mozno preskiimat
uréita zékonitost. Ziaci by mali byt schopni realizovat rézne merania,
zozbierat a triedit tdaje.

2. Struktirované bddanie — uditel stanovi vyskumnu otdzku a poskytne
ziakom aj intrukcie na realizaciu jednotlivych krokov badania. Ulo-
hou ziakov je analyzovat ziskané tdaje, zorganizovat tidaje do pre-
hladnych tabuliek, vytvorit grafy, sformulovat svoje zistenia a hladat
vhodné argumenty na ich zdévodnenie.

3. Nasmerované badanie — uditel sformuluje so Ziakmi vyskumni otédzku
a pripadne im poskytne aj ur¢ité usmernenie pre ich badatelské ¢in-
nosti. Ziaci si sami navrhnt postup badatelskjch ¢innosti a sposob
zddvodnenia odpovede na vyskumni otazku. Ziaci sa mozu zdokona-
lovat v planovani a realizovani experimentov, v analyze a hodnoteni
postupu badania, v hladani a zdévodiiovani siivislosti.

4. Otvorené bddanie — Ziaci maju prilezitost pracovat ako vedci. Na
zéklade nastolenej problémovej situdcie maju identifikovat vyskumné
otazky, zostavit postupnost badatelskych ¢innosti, hladat odpovede
a vysvetlenia. Rozvija sa schopnost Ziakov hladat a kriticky posudit
rozne stratégie rieSenia problémov, vyvodzovat zavery a dokazovat
objavené zistenia.

Na prebudenie zdujmu ziakov by mal uditel nastolif na zaciatku bada-
nia stimulujtcu situédciu, v ktorej s zahrnuté javy predstavujice predmet
vyskumu. S niektorymi aspektmi skiimanych javov maja mat Ziaci uz pr-
votné skuisenosti a poznatky, aby mohli na ne nadviazat a vyuzif ich pri
porozumeni a vysvetlovani novych zisteni. Je vhodné, ak uditel pripravi
stimulujtcu situdciu tak, aby niektoré pozorované situacie boli pre ziakov
na zaklade ich doterajsich skiisenosti neocakavané az prekvapivé.

Sucastou badatelskych aktivit moze byt aj experiment. Pri pldnovani
zaradenia experimentu do vyucovania musi mat ucitel jasny zamer, akym
sposobom sa vyuZziju skor osvojené vedomosti a zruénosti ziakov. Ak ma
ziak sadm zostavit a realizovaf experiment, musi sa naucit sformulovat na
zdklade pozorovanych zisteni hypotézy a hladat sposoby, ako ich testo-
vat, analyzovat idaje a uréovat pri¢inné suvislosti v pozorovanych javoch.
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V najjednoduchS$om pripade mozu experimentalne ¢innosti nadobudnit
podobu demonstracie, pri ktorej maju ziaci pozorovat javy a zakonitosti.
Pri pozorovani by mal ucitel otdzkami naviest ziakov, aby ststredili svoju
pozornost na podstatné aspekty skiimanych javov. Na druhej strane by
mal ucitel nabadat ziakov, aby aj sami nastolovali vhodné otézky stvisiace
s pozorovanymi javmi, ktoré sa mozu stat v dalSej etape vychodiskom pre
vyskumné otazky.

V ¢lanku st predstavené dva namety na badanie vybranych vlastnosti
trojuholnikov. Vzhladom na rozsah ¢lanku prezentované postupnost bada-
telskych ¢innosti nepredstavuje plny plan vyucovacej hodiny, ale ststre-
dili sme sa len na vybrané elementy vzdelavacieho obsahu. Zjednocujicim
motivom navrhovanych aktivit je moznost vhodne vyuzif obsahy troju-
holnikov pri zdévodnovani objavenych zisteni. Na realizaciu jednoduchych
experimentov pri badatelskych ¢innostiach je vyuzity dynamicky geomet-
ricky systém Geogebra. Predpokladame, Ze niektoré dynamické konstruk-
cie sliziace na demonstracie by boli pripravené dopredu. Pri vlastnom
badani by mali Ziaci navrhovat a vytvarat konstrukcie samostatne. Preto
by uz mali maf zdkladné zrucnosti z préce so systémom Geogebra.

Tazisko trojuholnika

Pri hladani faziska trojuholnika sa na zaciatku stustredime na skima-
nie taznic trojuholnika. Ziakom predloZime tivahu zaloZenti na rozdeleni
trojuholnika na velmi tenké pésiky so stranami rovnobeznymi s vybranou
stranou trojuholnika. Tazisko kazdého tenkého pasika by lezalo v strede
péasika. Predstavme si, ze v nasom modeli budeme pésiky dalej zuzovat, az
dostaneme rovnobezné tsecky s taziskom v strede tsecky. Predstaveny mo-
del budeme ziakom demonstrovat pomocou dynamickej konstrukcie. Pri
postvani rovnobeznej usecky sa bude zaznamenévat stopa jej stredu T
(pozri obr. 1).

Tazisko trojuholnika bude lezaf na spojnici tazisk tenuckjch pésikov
modelovanych tiseckami. Po demonstracii vytvorenia faznice trojuholnika
kladie udéitel ziakom otdzky, pricom na preskiimanie roznych konkrétnych
trojuholnikov moze znova vyuzit dynamickt konstrukciu. Uéitel ma nabé-
dat aj ziakov, aby sformulovali otdzky stvisiace s taZnicami trojuholnika.
Uvédzame niekolko vhodnjch otézok.

MoZe lezat taznica mimo trojuholnika?

Ako zostrojime taznicu trojuholnika?

Je taZnica osou uhla ACB?
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Na aké trojuholniky rozdeluje taznica trojuholnik ABC?

Obr. 1

Po tvodnej demonstracii, ktora predstavuje stimulujicu situéciu, za-
déme ziakom tilohu, ktorej rieSenie moéze podla ndsho ndzoru poméct roz-
vijat badatelské zruénosti ziakov. Ndjdite bod X v trojuholniku ABC, aby
ste po spojeni bodu X s vrcholmi trojuholnika ziskali tri trojuholniky s rov-
nakym obsahom. Vzhladom na skutoc¢nost, Ze sme zamerali pozornost Zia-
kov na faZnice trojuholnika, povazujeme opisovani aktivitu za nasmero-
vané badanie. Ucitel moZe aj naviest ziakov, aby sa snazili ur¢if polohu
najdeného bodu vzhladom na taznice trojuholnika.

Ak Ziaci pomocou experimentovania s dynamickou konstrukciou zistia,
ze hladany bod X lezi na kazdej faznici trojuholnika, po preskiimani via-
cerych trojuholnikov by mali déjst k zaveru, ze hladany bod je taziskom
trojuholnika (pozri obr. 2).

C

®m

L ]
m®

Obr. 2

V dalsej ¢asti by sa mohli Ziaci zameraf na skiimanie a vysvetlovanie
zistenia, Ze tri taZznice trojuholnika sa pretinaju v jednom bode, ale my sa
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sustredime na hladanie argumentov na zddvodnenie experimentéalne ziste-
nej vlastnosti faziska. Zadame Zziakom dalsiu tlohu. V trojuholniku ABC
zostrojte vsetky tri taZnice a preskimajte vlastnosti Siestich trojuholnikov,
na ktoré rozdelili zostrojené taZnice trojuholnik ABC. Po experimento-
vani s dynamickou konstrukciou by mohli Ziaci objavit, Ze vSetky trojuhol-
niky maja rovnaky obsah. Pri zdovodiiovani objaveného vztahu vyuzijeme
vlastnost, na ktort sme upozornili Ziakov uz pri ivodnej demonstracii, a to,
ze taznica rozdeluje trojuholnik na dva trojuholniky s rovnakym obsahom.

Zamerajme sa na faznice CD a AE a vyuzime obr. 2. Taznica CD roz-
deluje trojuholnik ABC na dva trojuholniky ADC a DBC' s rovnakym
obsahom. Taky isty obsah maju aj trojuholniky ABE a AEC. Potom si-
¢et obsahov trojuholnikov AT'C a TEC je rovnaky, ako sucet obsahov
trojuholnikov ATC a ADT. Trojuholnik AT'C tvori spoloéni ¢ast troj-
uholnikov, ADC a AEC, preto trojuholniky ADT a T EC maja rovnaky
obsah. KedZze bod D je stredom strany AB a trojuholniky ADT a DBT
maju totoznu vysku na strany AD a DB, tak aj trojuholniky ADT a
DBT majt rovnaky obsah. Analogickymi tivahami moZno lahko doké-
zat, ze vSetky trojuholniky, ktoré vznikli rozdelenim trojuholnika ABC
taznicami, maju rovnaky obsah. Pri prezentovani zddvodnenia ziskaného
vysledku by Ziaci mohli pre vi¢siu prehladnost vyuzit obrazky s roznofa-
rebnymi trojuholnikmi.

7 dokézanej vlastnosti je zrejmé, ze aj trojuholniky ABT, BTC a ATC
maja rovnaky obsah. Ak mé ucitel matematicky nadanych ziakov, mozu
sa pustit aj do zddvodnenia skuto¢nosti, ze vysSie uvedent vlastnost ma
jediny bod trojuholnika, a to tazisko. Budeme predpokladat, ze uvedena
vlastnost méa okrem taziska T aj bod X. Zostrojime priamku p prechadza-
jucu bodom X rovnobeznu so stranou AB. Obsah trojuholnika ABX sa
rovné jednej tretine z obsahu trojuholnika ABC. To isté plati aj pre ob-
sah trojuholnika ABT. Potom body X a T maju rovnaku vzdialenost od
strany AB, a preto aj fazisko T lezi na priamke p. V dalSom kroku zo-
strojime priamku ¢ prechadzajicu cez bod X rovnobeznu so stranou BC.
Pomocou analogickej ivahy mozno zdovodnit, Ze aj tazisko T musi lezat
na priamke ¢q. Potom tazisko T lez{ v prieniku priamok p, ¢ a je totozné
s bodom X.

Néjdené vzfahy vyuzijeme na objavenie pomeru dizok tsekov, na ktoré
tazisko rozdeluje faznice. InStrukcie pre badanie ziakov zakomponujeme
priamo do zadania tlohy. V trojuholniku ABC' zostrojte taZnice na dve
strany. VyuZitim obsahov dvoch vhodne zvolengych trojuholnikov charak-
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terizujte vztah medzi diZkami tsekov, na ktoré taZisko rozdeluje taZnicu
trojuholnika ABC.

Mbze sa staf, Ze ziaci pri experimentovani odmerajt dizky tsekov a zis-
tia, Ze st v pomere 2 : 1. Po vysloveni hypotézy moézu testovat jej platnost
pre taZnice v roznych konkrétnych trojuholnikoch. Instrukcie v zadani im
vSak dédvaju ndvod aj na zdovodnenie objaveného vztahu. Na obr. 3 st
zostrojené v trojuholniku ABC taznice na strany AB a BC. Ziaci uz zis-
TEC. Kedze oba trojuholniky maju totozni vysku na strany AT a TF,
potom plati, ze dlzka tsecky AT ja dva krat vicsia ako dlzka tsecky TE.

o
L

Sucet vzdialenosti

V druhom namete budeme skiimat stiéet vzdialenosti. Na geometrické
séitavanie vzdialenosti sa budi vyuzivat aj zhodné zobrazenia. Aj v tomto
pripade zac¢neme demonstraciou vyuzivajicou dynamickil konstrukciu,
v ktorej bude zostrojena priamka p a dva roézne body A, B leziace v jednej
polrovine urcenej priamkou p. Nasou tilohou bude najst na priamke p taky
bod M, aby obvod trojuholnika ABM bol minimalny. Kedze dlzka strany
AB je rovnaka pre vSetky trojuholniky s tretim vrcholom na priamke p,
ziaci by rychlo prisli na to, Ze staci zistif, kedy je sucet vzdialenosti bodu
M od bodov A, B minimalny.

Najprv si zvolime Iubovolny bod X leziaci na priamke p, odmeriame
vzdialenosti bodu X od bodov A, B a uréime ich stcet. Potom budeme
pohybovat bodom X po priamke p a hladat polohu bodu X, kedy bude
stucet vzdialenosti minimalny. Na experimentalne urcent poziciu bodu X
na priamke p umiestnime bod M (pozri obr. 4). Pri pozorovani demon-
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Stracie ziakov iste napadne otézka, ako by sme mohli n4jst poziciu bodu
M konstrukéne, bez postivania bodu X po priamke p.

B

[AM[ + |EM|: 4.724

Obr. 4

Pri hladani odpovede na polozent otdzku navrhujeme naviest ziakov
na riesenie jednoduchsieho pripadu, kedy by bod B lezal v opacnej polro-
vine urc¢enej priamkou p. V tomto jednoduchom pripade by bod M lezal
v priesecniku priamky AB s priamkou p. Skiisme v dynamickej konstruk-
cii z demonstracie najst bod C' odpovedajuci bodu B tak, aby minimélny
stGet vzdialenosti |AM| a |[MC| bol rovnaky ako pre body A, B. Uc¢itel
polozi ziakom otazku: Ak€ vlastnosti by mal mat bod C?

Z rieSenia jednoduchsieho variantu tlohy by ziaci mali vidiet, ze bod C
m4 lezat na priamke AM a na kruznici k(M,|M B|). Pomocné dtvary st
zostrojené na obr. 5.

[AM] + [BM|; 4.724

Obr. 5
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Pre konstrukciu hfadaného bodu M to vsak stéle nestac¢i. Ak by sme
zostrojili opisované pomocné utvary pre bod X, ziskame pre kazdu jeho
polohu nejaky bod C|, ktory vSak nevedie k néjdeniu polohy bodu M.
Ucitel by od ziakov ziadal formulovanie domnienok pre dalsie vlastnosti
bodu C vyuzitelného na rieSenie tlohy. D4 sa ocakévat, Ze Ziaci by napri-
klad zbadali, Ze bod C' ma mat taka istti vzdialenost od priamky p, akt
mé bod B. U¢itel by naviedol pozornost ziakov na velkosti uhlov, ktoré
zvieraju priamky AM a BM s priamkou p. Po vysloveni domnienky, Ze
velkosti tychto uhlov st rovnaké je uz len krocik k domnienke, ze bod C
je obrazom bodu B v osovej siitmernosti urcenej priamkou p. Tato hypo-
tézu by mohli Ziaci samostatne testovat pomocou dynamickych konstruk-
cii. Ich tilohou by bolo nielen otestovat hypotézu pre niekolko konkrétnych
pripadov, ale aj hladat argumenty na zdovodnenie spravnosti objavenej
konstrukcie. V pripade potreby by ucitel naviedol Ziakov na vyuzitie troj-
uholnikovej nerovnosti. Ak by uznal za vhodné, mohol by ziakom vysvetlit,
ze ak by sme povazovali tsecky AM a BM za dopadajuci a odrazeny sve-
telny 14¢, potom pre ne plati zdkon odrazu, ktory je vyjadrenim principu
minimdlnej vzdialenosti, ktorh mé prejst svetelny 1a¢ z bodu A do bodu
B pri odraze od rozhrania, ktoré reprezentuje priamka p.

Po tvodnej demonstracii zadame Ziakom problém na samostatné bada-
nie. Vzhladom na moZnost vyuZitia osovej simernosti, podobne ako v de-
monstracii, povazujeme tuto aktivitu za nasmerované badanie. Dany je
rovnoramenny trojuholnik ABC' so zdkladriou AB. Na zdkladni AB je zo-
strojeny bod M tak, Ze rozdeluje usecku AB v pomere 3 : 1. Urcte sucet
vzdialenosti bodu M od ramien trojuholnika ABC' a vySetrite, ako sa zmeni
sucet vzdialenosti pre in€ polohy bodu M na zdkladni AB.

Riesenie ulohy vyzaduje od ziakov hladanie vztahu medzi sic¢tom vzdia-
lenosti bodu M od ramien trojuholnika a vlastnostami trojuholnika. Po
prvych experimentoch s odmeranymi vzdialenostami pre konkrétne rovno-
ramenné trojuholniky by mal ucitel nasmerovat ziakov na hladanie spo-
sobu, ako geometricky s¢itat vySetrované vzdialenosti. Jednoduché rieSenie
ponuka vyuZitie osovej simernosti. Zobrazime trojuholnik ABC' v osovej
stmernosti podla priamky AB a zostrojime aj obraz bodu E. Body D, M,
E’ lezia na jednej priamke, lebo velkosti uhlov BME a BME’ st rovnaké.
Stcet vzdialenosti bodu M od ramien rovnoramenného trojuholnika ABC
predstavuje dlzka tsecky DE'.

Sucet vzdialenosti bodu M od ramien rovnoramenného trojuholnika
ABC je vzdialenost rovnobeznych priamok AC a BC’ a to je vyska v troj-
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uholniku ABC na rameno trojuholnika. Z uvedenych tvah je zrejmé, ze
sucet vzdialenosti bodu M od ramien trojuholnika nezéavisi od polohy bodu
M na strane AB. Ziaci mézu tto skutoénost lahko objavif uz pri tvodnom
experimentovani s dynamickou konstrukciou. Vzhladom na pociatoénu de-
monstraciu moéze byt pre nich prekvapivé zistenie, Ze stucet vzdialenosti je
rovnaky pre rozne polohy bodu M. Pri svojom badani v8ak mozu zbadat,
ze pri posavani bodu M sa meni aj poloha bodov D, F.

Obr. 6

S matematicky nadanymi ziakmi moZe ucitel pokracovat v badani pri
rieseni podobnej tlohy, v ktorej maju Ziaci preskiimat vzdialenosti bodu
M od ramien rovnoramenného trojuholnika ABC|, ak bod M je umiest-
neny na priamke AB, ale mimo tusecky AB. Po tvodnom experimentovani
mozno Tahko vidiet, Ze stcet vzdialenosti bodu M od ramien trojuholnika
ABC' narastd so vzdalovanim bodu M od vrcholov trojuholnika ABC.
Ako mozZno pozmenit zadanie tlohy, aby bol vysledok znova nezéavisly na
polohe bodu M? Vysvetlenie pontka obr. 7. Po zobrazeni priamky AC
v osovej sumernosti podla priamky AB vidno, Ze vzdialenost bodu M od
ramena AC je taka istd ako dlzka tise¢ky M D’. V tomto pripade je rozdiel
vzdialenosti bodu M od ramien BC a AC trojuholnika ABC konstantny a
je rovny dlzke tsecky ED’, ktora méa rovnaki dlzku ako vyska trojuholnika
ABC na rameno BC.

Po badani sti¢tov a rozdielov vzdialenosti v rovnoramennych trojuhol-
nikoch sa zameriame na rovnostranny trojuholnik. Za vhodny namet na
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realizdciu otvorenej badatelskej aktivity sme vybrali problém, ktorym sa
zaoberal aj taliansky matematik Vincenzo Viviani (1622-1703). Vysledok
rieSenia tohto problému je zndmy ako Vivianiho veta [5]. Aby sme zvysili
zéujem ziakov o hladanie rieSenia, snazili sme sa zapracovat do problému
realnu situdciu. Stroskotanci sa priplavili na ostrov v tvare rovnostranného
trojuholnika. Aby sa ¢o najriychlejsie vedeli dostat ku vietkym brehom os-
trova, chceli by si postavit pristresok na takom mieste, aby sucet vzdia-
lenosti od pristresku ku vsetkym brehom ostrova bol ¢o najmensi. Ndjdite
stroskotancom vhodnu poziciu pre stavbu pristresku.

Obr. 7

Po porozumeni zadania problému a naértnuti problémovej situicie sa
zd4 byt logické, Ze vhodnd pozicia pre pristresok by mohla byt vo vrchole
rovnostranného trojuholnika. Experimentovanie s dynamickou konstruk-
ciou by vSak malo priviest Ziakov k prekvapivému zisteniu, Ze pre lubo-
volny bod rovnostranného trojuholnika je sucet vzdialenosti od tohto bodu
k vSetkym trom stranam trojuholnika konstantny. Ak umiestnime bod do
vrcholu rovnostranného trojuholnika, tak sicet vzdialenosti je rovny vyske
trojuholnika. Ziaci by sa mali snazif aj zdévodnit objavené zistenie, napri-
klad vyuzitim geometrického séitania dlzok tseciek. Na tento ucel mozu vy-
uzit viaceré postupy zalozené na aplikovani otd¢ania a posunutia. My sme
vybrali postup zalozeny na vlastnostiach rovnostrannych trojuholnikov.

346 Matematika — fyzika — informatika 23 2014



Na obr. 8 je zostrojeny rovnostranny trojuholnik ABC a pre zvoleny
bod M st vyznacené kolmice na jednotlivé strany trojuholnika. Bodom
M s prelozené priamky p, g, ktoré st rovnobezné so stranami BC, AB.
V trojuholnikoch HMG, AIG a HOC maja vSetky vntutorné uhly velkost
60°, preto su tieto trojuholniky rovnostranné. Usecka KC' je vyskou rov-
nostranného trojuholnika ABC'. Nagou tlohou je urcit sucet dizok tiseciek
MD, ME a MF. Je zrejmé, ze dlzka tisecky MF je rovna dizke tsecky
K L. V rovnostrannom trojuholniku HMG maja vysky HJ a M E rov-
nakt dizku. Kedze priamky p a BC st rovnobezné, maji rovnaka dizku
aj usecky M'D a JN. Aj v rovnostrannom trojuholniku HOC maja vysky
HN a LC rovnaku dlzku. Preto plati:

|[MF|+ |ME|+|MD|=|KL|+|HJ|+|JN|=|KL|+|LC| = |[KC|.

Uvedeny postup mozno povazovat za dokaz tvrdenia o konStantnom
stucéte vzdialenosti lubovolného bodu vnitri rovnostranného trojuholnika
od jeho stran. Od vsetkych ziakov nemozno ocakavat presné dokazy, ale
pri geometrickom s¢itavani dzok tseéiek by mali vychadzaf zo zistenia, Ze
kolmice na strany rovnostranného trojuholnika prechadzajice bodom M
zvieraju uhly s velkostou 60°.

Saiet [MD| + [ME + [MF): 5.02

/ N\
X

K
Obr. 8

Na jednoduché zddvodnenie objaveného zistenia mozno vhodne vyuzit
obsahy trojuholnikov. Nech bod M lezi vnutri rovnostranného trojuholnika
ABC. Po spojeni bodu M s vrcholmi trojuholnika ABC' dostaneme tri
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trojuholniky AM B, BMC a AMC, stcet obsahov ktorych je rovny obsahu
trojuholnika ABC (pozri obr. 9).

A F ke B
Obr. 9

Ak dizku strany rovnostranného trojuholnika ABC oznacime a, plati:

av  avy  ave  avs
> -2 T2 T

Po uprave uvedeného vzfahu ziskavame dokaz tvrdenia, Zze sucet vzdia-
lenosti od Iubovolného bodu vnutri rovnostranného trojuholnika ABC
k vSetkym strandm trojuholnika ABC' je rovny vyske trojuholnika ABC.
Ak by sme zvolili bod M na strane rovnostranného trojuholnika ABC,
potom by sme trojuholnik ABC rozdelili na dva trojuholniky s vrcholom
v bode M a pomocou vyssie opisaného postupu by sme zistili, Zze stcet
vzdialenosti bodu M od zvysnych dvoch stran trojuholnika je znova rovny
vyske trojuholnika ABC'. Uvedené tvrdenie teda plati pre Tubovolny bod
rovnostranného trojuholnika ABC.

Aj pri rieSeni tilohy o rovnoramennom trojuholniku (pozri obr. 6) mozno
vhodne vyuzit obsahy trojuholnikov. Vyuzitim bodu M na zékladni a rov-
noramenného trojuholnika ABC s ramenami b mozno rozdelit trojuholnik
ABC na trojuholniky BMC a AMC. Nech v je vyska na rameno v rov-
noramennom trojuholniku ABC, potom plati:

bl_b-|EM\+b-\DM|
2 2 2
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Ziskali sme dokaz tvrdenia, Ze sucet vzdialenosti bodu M od ramien rov-
noramenného trojuholnika ABC' je rovny vyske na rameno trojuholnika
ABC.

Po vyrieseni problému o ostrove v tvare rovnostranného trojuholnika je
prirodzené otézka, ¢i by objaveny poznatok bolo moZné aplikovat aj na
vSeobecny trojuholnik. Po porozumeni dékazu pre rovnostranny trojuhol-
nik, by Zziaci mali sami vyslovitf hypotézu, Ze pre vSeobecny trojuholnik
nebude stdet vzdialenosti od Tubovolného bodu trojuholnika k jeho stra-
nam konstantny. Predmetom dalSieho samostatného badania ziakov bude
uloha: Ndjdite bod v trojuholniku ABC, od ktorého je stucet vzdialenosti
k trom strandm trojuholnika ABC minimdlny. VyuZitim tvahy, ktorou
sme zacali rieSif problém pre rovnostranny trojuholnik, by mali Ziaci po
experimentovani s dynamickou konstrukciou dojst k zaveru, Ze hladanym
bodom je ten vrchol trojuholnika ABC, z ktorého je vyska na protilahla
stranu najkratsia. Tato vlastnost m4 vrchol leziaci oproti najdlhsej strane
trojuholnika ABC.

Pri zd6vodnovani objaveného zistenia umiestnime najprv bod M na
najdlhsiu stranu trojuholnika ABC'. Spojenim bodu M s vrcholom A roz-
delime trojuholnik ABC na trojuholniky ABM a AMC (pozri obr. 10).

Obr. 10

Nech a, b, ¢ st strany trojuholnika ABC'. Pre obsahy trojuholnikov
ABC, ABM a AMC plati:

av, cvy  bug

2 2 2
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Po tprave tohto vztahu a vyuziti faktu, Ze strana a mé najvicsiu dlzku,
mozno zostavif postupnost tvrdeni:

avi + avy > cv1 + bvy = av,

Porovnanim prvého a tretiecho vyrazu dostavame pre siicet vzdialenosti
bodu M od stran ¢, b vysledok vy + vo > v,. Ak by sme bod M posunuli
do vrcholu B alebo C, stcet vzdialenosti by bol nahradeny vyskou tro-
juholnika z prislusného vrcholu, ktora mé aspon taka dizku ako v,. Pre
kazdt int poziciu bodu M na strane a stcet vzdialenosti bodu M od stran
¢, b tiez nie je mensi ako vyska v,. Tym sa zatial potvrdilo, Ze hladanym
bodom moéze byt vrchol A, lebo stcet vzdialenosti tohto bodu od stran
trojuholnika ABC' je v,.

Skiisme, ¢i mozno najst mensi stdet vzdialenosti, ak by hladany bod
M lezal vnutri trojuholnika ABC'. Znova vyuzijeme zdkladni myslienku
z uvedeného postupu pre pomocny trojuholnik AB'C’, ktory dostaneme
tak, Ze zostrojime rovnobezni priamku p so stranou BC prechadzajicu
bodom M (obr. 11). Povodnd vyska trojuholnika v, je rozdelend na vysku
AQ v trojuholniku AB'C’ a tsecku QP s dlzkou z, ktora predstavuje
vzdialenost bodu @ a aj bodu M od strany BC.

D
Obr. 11

Aj v trojuholniku AB’C’ mé strana B’C’ najvicsiu dlzku, a preto mo-
zeme pre trojuholnik AB'C’ vyuzit uz dokdzané tvrdenie: vy + vy > |AQ)|.
Po pripoéitani dlzky = k obidvom stranam nerovnice dostavame na lavej
strane nerovnice stcet vzdialenosti bodu M od troch stran trojuholnika
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ABC a na pravej strane nerovnice vysku v, v trojuholniku ABC. Tym
sme zdovodnili objavené zistenie, ze spomedzi vSetkych bodov trojuholnika
ABC mé vrchol oproti najdlhsej strane trojuholnika ABC t vlastnost,
ze sucet vzdialenosti tohto bodu od vsetkych stran trojuholnika ABC' je
minimalny.

Zaver

V ¢élanku sme predstavili niekolko aktivit na aplikovanie badatelskej
metédy vo vyucovani matematiky, ktoré mozu ucitelia vzhladom na pod-
mienky vo svojich triedach dalej rozpracovat, aby umoziiovali rozvijat ba-
datelské zruc¢nosti ziakov na rdznych trovniach. Bidatelskd metdda by
mala umoznit Ziakom osvojovanie novych pojmov a vztahov prostrednic-
tvom badatelskych ¢innosti, ktoré umoziiuji ziakom pozorovat objekty a
javy z realneho sveta, experimentovanim nadobtdat nové sktisenosti a po-
znatky a zamyslat sa nad zdovodiiovanim empirickych zisteni. Aplikovanie
badatelskej metédy vo vyudovani matematiky a prirodovednych predme-
tov na zdkladnych a strednych skoladch by mohlo pomoct aj zvysit zaujem
ziakov o prirodovedné a matematické vzdelavanie a o stadium prirodoved-
nych a technickych odborov na vysokych skolach.

Podakovanie. T4to praca bola podporovand Agentirou na podporu vy-
skumu a vyvoja na zdklade Zmluvy ¢. APVV-0715-12.
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Zajimavé matematické tilohy

Pokracujeme v uvefejnovani tloh tradiéni rubriky Zajimavé matema-
tické dlohy. V tomto cisle uvadime zadéani dalsi dvojici tloh. Jejich fe-
Seni muzZete zaslat nejpozdéji do 1. 2. 2015 na adresu: Redakce ¢asopisu
MFI, 17. listopadu 12, 771 46 Olomouc nebo také elektronickou cestou
(pouze vSak v TpXovskych verzich, pfip. v MS Wordu) na emailovou ad-
resu: mfi@Qupol.cz. Zajimava a originalni feSeni tiloh radi uverejnime.

Uloha 209

Je déna tise¢ka AK s vnitfnim bodem B a &tverce ABCD a BKLM

v téze poloroviné s hrani¢ni pfimkou AK. Dokazte, ze se pfimky AC, DL
a KM protinaji v jediném bodé.

Pavel Leischner

Uloha 210
Pro libovolnéa realna ¢isla p # —1 a ¢ dokazte: Rovnice

22+ pr+qg=0

mé v oboru redlnych ¢isel dva (ne nutné rizné) kofeny, z nichz jeden je
¢islo opac¢né k druhé mocniné druhého kotene, pravé kdyz plati

P —a)p+q9=@p+1)1¢
Jaromir Simsa

Daéle uvadime feSeni dloh 205 a 206, jejichz zadani byla zvefejnéna
ve tfetim Cisle letosniho (23.) ro¢niku naseho ¢asopisu.
Uloha 205
Je dan pravouhly ¢tyrstén ABC D s pravymi thly pfi vrcholu D. Ozna¢me
K, L, M po fadé stfedy jeho hran BC, C A, AB. Dokazte, ze soucet veli-
kosti t¥1 ahla ve sténéach pfi vrcholu D ¢tyfsténu K LM D je 180°.
Jaroslav Svrcek

Reseni. Trojtuhelnik BCD je pravouhly, stfed K strany BC je stiedem
(Thaletovy) kruznice jemu opsané, plati tedy

1
IDK| = |BK| = |CK| = 5|BC|.
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Usecka ML je pfitom stiedni pfickou trojuhelniku ABC. Z vlastnosti
stfedni piicky dostaneme |ML| = 1|BC|. Proto plati

1
IDK]| = 5|BC| = [ML|. (1)
Analogicky dostaneme
1
IDL| = A = [KM], )
1
|DM| = 5|AB| = |KL|. (3)

Z (1), (2), (3) plyne ze trojuhelniky LK D, DML, MDK jsou podle véty
sss shodné s pfickovym trojuhelnikem K LM (a tedy i navzdjem shodné).

Soucet velikosti t¥i thli ve sténach pfi vrcholu D ¢étyrsténu K LM D je
tak roven souctu velikosti t¥i vnitinich thld trojuhelniku K LM, a je proto
180°, ¢imz je dikaz ukoncen.

Spravna Feseni zaslali: Karol Gajdos z Trnavy, Frantisek Jachim z Vo-
lyné, Jozef Mészdros z Jelky, Martin Raszyk z ETH Ziirich, Markéta Ca-
ldbkovd, Jan Gocnik a Marian Poljak, vsichni z GJS v Pierové, Ondrej
Kincl z GOP v Praze 5, Lucien Sima z PORG v Praze 8, Radovan Svarc
z G v Ceské Ttebové a Pavel Turek z G v Olomouci-Hejéing.

Uloha 206

Necht R" znaéi mnozinu viech kladnych realnych &sel. Urcete viechny
funkce f: RT — R takové, %e pro viechna &isla z,y € R plati

wf@)=of(T) + i)
Pavel Calabek
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Reseni. Necht t je libovolné kladné realné ¢&islo. Substituci x = ty dosta-
neme

tyf(ty) =ty f(t) +yf(y). (4)

Rovnice (4) tak plati pro libovolnd kladna redlnd ¢isla ¢ a y. Zaménou
proménnych! ¢ a y dostaneme

ytf(yt) = ytf(y) +tf(t).

Tato rovnice mé s rovnici (4) stejny vyraz na levé strané, proto se musi
rovnat i vyrazy na jejich pravych stranach a pro libovolnéd kladna realna
¢isla y a t tak plati

tyf(t) +yf(y) =ytf(y) +tf(1).

Provedeme-li v této rovnici substituci y = 2 a oznacime a = 2f(2) € R,
dostaneme po Upravé

f(t):2f(2)-(1—1):a<1—1>.

Pro libovolné redlné ¢islo ¢ tak plati f(t) = a(1—1
(pevné dané, v naSem p¥ipadé 2f(2)) realné &islo.

Nyni provedeme zkousku. Pro libovolna kladné redlna ¢isla = a y je
vyraz na levé strané dané funkciondalni rovnice roven

), kde a je néjaké

:Ef(x)xa(lglc) =ax — a,

zatimco vyraz na pravé strané funkcionalni rovnice je roven
x 1 1
xf " +yf(y) =za|l— 5 |+yall— " = (ax—ay)+(ay—a) = ax—a.
Yy

Vidime tedy, ze vyrazy na pravé i levé strané zadané funkcionalni rovnice
jsou shodné pro libovolné realné ¢islo a.

1Rovnice (4) plati pro libovolna kladna realna ¢isla ¢t a y, mizeme v ni dvojici
proménnych (¢, y) nahradit dvojici proménnych (y, t), coz je dvojice libovolnych redlnych
Cisel.
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Dana funkcionalni rovnice ma nekoneéné mnoho feseni. Jsou jimi funkce
f: RT — R definované predpisem

f(w)a(ID,

kde a je libovolné realné cislo.

Jiné teseni podle M. Raszyka. Necht t je libovolné kladné redlné ¢islo.
Substituci x = 2t, y = t v zadané funkcionalni rovnici dostaneme

2F(2t) = 2L£(2) + (1),

zatimco substituci x = 2t, y = 2 dostaneme

2f(2t) = 20 £ (1) + 2£(2).

Levé strany predchazejicich vyrazi jsou shodné, musi proto byt shodné
i jejich pravé strany

20f(2) +tf(t) = 2tf(t) + 2f(2).

Oznadime a = 2f(2) a tGpravou predchézejici vyrazu obdrzime

f(t)za(1_1).

Zkouskou pak ovérime, ze kazda takova funkce je pro libovolné realné
¢islo a feSenim zadané funkcionalni rovnice.

Spravna feSeni zaslali: Jozef Mészdros z Jelky, Martin Raszyk z ETH
Ziirich, Jan Gocnik a Marian Poljak, oba z GJS v Pierové, Ondrej Kincl
z G O. Pavla v Praze 5, Radovan Svarc z G v Ceské T¥ebové a Pavel Turek
z G v Olomouci-Hejé¢iné.

Cestou do redakce naseho ¢asopisu se zatoulala spravna feSeni tloh 201
a 202 Martina Raszyka z ETH Ziirich, ¢imz se mu omlouvadme a zafazu-
jeme ho mezi Gspésné fesitele téchto tloh.

Pavel Caldabek
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FYZIKA

Rezonance v ucivu
o stiidavych proudech

OLDRICH LEPIL - FRANTISEK LATAL

Prirodovédecka fakulta UP, Olomouc

Jev rezonance patii k dilezitym poznatkim uciva stfedoskolské fyziky,
coz je dano nejen jeho vyznamem ve fyzice od mechaniky az po kvanto-
vou a &asticovou fyziku, ale i v fadé technickych obort.. Zak se s pojmem
rezonance setkd poprvé v ucivu mechaniky v souvislosti s kmitanim pru-
zinového oscilatoru nebo kyvadla. Zdalo by se, Ze demonstrace rezonance
je v tomto pripadé jednoduchou zélezitosti a tradi¢né se demonstruje sou-
stavou spfazenych kyvadel. Av§ak demonstrovat rezonanci mechanického
oscildtoru napf. pokusem, ktery je v uéebnici [1, ¢l. 1.9 (obr. 1-28)], uz
tak snadné neni (viz [2]).

Znovu se zaci setkaji s pojmem rezonance v ucivu o stf¥idavych prou-
dech. Toto ucivo se v osnovach stiedoskolské fyziky objevuje poprvé v roce
1933 a je zaméfeno jednak na uplatnéni stfidavych proudid v energetice a
pti vykladu elektrickych kmiti ve vztahu k zakladtim radiotechniky. Velmi
dikladné je zpracovan vyklad tohoto uciva v prvni povéleéné ucebnici
fyziky pro gymnézia [3], kde je podrobné probrén slozeny obvod st¥ida-
vého proudu s RLC v sérii, véetné kvalitativniho experimentu, kterym se
demonstrovala rezonance nucenych kmit v oscilaénim obvodu (obr. 1).
Dalsi moznosti demonstrace jevli v obvodech stiidavého proudu vsak byly
omezené vzhledem k tomu, Ze k dispozici byl jen zdroj stfidavého napéti
o konstantni frekvenci elektrické sité (50 Hz). Fazové posuny stiidavého
proudu a napéti bylo mozné demonstrovat jen kvalitativné subjektivnim
pozorovanim obrazu doutnavek pomoci rotujicich zrcadel (obr. 2). Pokus
je popsan napf. v [4, s. 237].
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Obr. 2

Soucasné pojeti uciva o stfidavych proudech je odlisné a déje v elek-
trickych obvodech s obvodovymi prvky R, L, C' chdpeme spise jako nu-
cené kmitani, jehoZz zdrojem je spojité se ménici (analogové) napéti, popt.
proud. Pf#i vykladu se zabyvame jen obvody s linedrnimi soucastkami, je-
jichz voltampérovd charakteristika, tzn. zavislost I = f(U), je pfimka. To
znamena, ze amplituda st¥idavého proudu I, je pfimo imérna amplitudé
Uy stfidavého napéti. Jednotlivé soucastky, popf. jejich kombinace jsou do
obvodu pfipojeny dvojici svorek a celek tvori tzv. linearni jednobran. Velmi
dobie zpracovanou teorii déji v téchto obvodech na stfedoskolské tirovni
najde zdjemce ve studijnim textu [5] a vyklad vénovany rezonanénim jed-
nobrantm je i teoretickym vychodiskem dalsi ¢asti tohoto prispévku.

Naézorné prezentace déji v rezonanc¢nich jednobranech, které dale uve-
deme, jsou zalozeny na tfech, navzajem se dopliiujicich moznostech, které
nam poskytuji souc¢asné prostiedky ICT:

1. Pocitacem podporovany experiment s vyuzitim systému Vernier.

2. Modelovani déjti v rezonancnich jednobranech pomoci programu Mo-

dellus 4.01.
3. Simulace déji v rezonancnich jednobranech programem NL5 Circuit
Simulator.

Zakladnim rezonanénim jednobranem v ucivu elektfiny je obvod s RLC

v sérii. Proto se zaméfime predevsim na demonstraci rezonance v tomto ob-
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vodu. Vychazime ze zdkladniho zapojeni (obr. 3), kde reaktance X je tvo-
fena sériovym spojenim kondenzatoru a civky. Obvod je pfipojen ke zdroji
harmonického stfidavého napéti a rezonance muzeme dosahnout dvojim
zpusobem. Prvni zptisob predstavuje pouziti zdroje harmonického napéti
s ménitelnou frekvenci. Tak postupujeme napt. v pripadé, Ze chceme mérit
frekvenc¢ni charakteristiku obvodu, tzn. jeho rezonané¢ni k¥ivku. Postupné
zvétSujeme frekvenci stfidavého napéti a pro kazdou frekvenci uré¢ime na-
péti na reaktanci (vystup 2), popf. na celém obvodu (vystup 1). Tento
postup je vhodny napf. pro laboratorni cviceni (viz laboratorni cviéeni 9
v ucebnici [6]).

Obr. 3

Jako demonstracni experiment je vhodnéjsi postup, kdy volime kon-
stantni frekvenci stfidavého napéti blizkou rezonanc¢ni frekvenci obvodu
a sledujeme déje pri malych zménach parametrii rezonan¢niho jednobranu.
Osvédéil se postup pouzity jiz pfi puvodnim uspofddani experimentu
(obr. 1), tzn. zména indukénosti civky nasunuté na U jadro, jehoZz mag-
neticky obvod je uzavien pohyblivym kratkym jadrem. Pfi demonstraci
ménime polohu kratkého jadra a sledujeme fazovy posun napéti a proudu
v obvodu v pripadech, kdy X; < X¢, X1 = X¢ a X > X¢.

Demonstrace obvodu systémem Vernier

Usporadani demonstrace fazovych posunt v rezonan¢énim jednobranu je
na obr. 4.

C (10 pF)
LabQuest
250 Hz
L (30~50 mH)

Obr. 4
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Zdrojem harmonického stfidavého napéti je prenosny datalogger Lab-
Quest Vernier a napéti je zesileno zesilovacem Power Amplifier Vernier.
Hodnoty pouzitych obvodovych prvki jsou: R = 102, C' = 10 uF a in-
dukénost obvodu predstavuje civka z rozkladného transformatoru s 300 za-
vity na uzavieném jadre. Pohybem kratkého jadra lze dosahnout zmén
indukénosti v intervalu pfiblizné 30 mH az 50 mH. Voltmetr DVP-BTA
a ampérmetr DCP-BTA je pfipojen pfes rozhrani Vernier LabQuest Mini
k pocitadi.

Frekvence zdroje stiidavého napéti je volena tak, aby rezonance bylo
dosazeno pii ¢astecné otevieném jadfe civky. V nasem pfipadeé to byla frek-
vence 180 Hz. Pfi rezonanci (X, = X¢) je impedance obvodu nejmensi
a proud prochézejici obvodem je nejvétsi (kdyz je kratké jadro volné po-
loZené, vznikaji dobfe slySitelné vibrace jadra o dvojnisobné frekvenci).
Zobrazenim ¢asového diagramu napéti a proudu ukazeme, Ze pfi rezonanci
se obvod RLC chova jako rezistance, takZze napéti a proud maji stejnou

fazi (obr. 5).

05 5

Gas ‘
©)
00000 0,0:

0,000
0,0004)
00006
0,0008
00010

00012
00014
00016
0.0018
00020
0,0022
00024
00026,
00028
0,0030
00032
00034
0,0036]

|
Elekiricky proud (A)
Neét (V)

00038
00040
00042
00044
00046
0,004
0,0050
0,005
00054
0.0056
00058
0,0060
00062
00064
0,006,

cas ()

Obr. 5

Pri dalsim experimentu zmensime indukénost civky posunutim kratkého
jadra, ¢imz dosdhneme, ze X < X¢. Obvod ma vlastnosti kapacitance
a to se projevi zdpornym fazovym rozdilem proudu i vzhledem k napéti
u (proud pfedbiha napéti, obr. 6). Kdyz naopak jadro vice uzavieme, je
X1, > X¢ afazovy rozdil je kladny (proud se za napétim zpozduje, obr. 7).
Je samoziejmé, ze v tomto usporadani experimentu nedosdhne fazovy roz-
dil napéti a proudu hodnot +7/2. Rozdil je vidy mensi v zavislosti na
velikosti odporu R rezistoru. Presnéji to ukdzeme pomoci pocitacového
modelu nebo simulaci déji v obvodu.
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Modelovani déju v rezonanénim jednobranu programem
Modellus 4.01

Program Modellus 4.01 [7] umoziiuje modelovani déju popsanych ob-
vykle pomoci diferencidlnich rovnic, jejichz feSenim jsou ziskany zavislosti
jednotlivych fyzikalnich veli¢in jako funkce ¢asu. Z didaktického hlediska
je vyznamna tato metoda modelovani déju tim, ze model je s pouzitim
rovnic popisujicich déj vytvaren pfimo uzivatelem. Tim se toto tzv. dyna-
mické modelovani [8] 1is1 od simulace, kdy k vytvofeni modelu postacuje
jen stanoveni parametrti zkoumaného objektu a volba pocate¢nich podmi-
nek. Samotny matematicky model je v tomto pfipadé uzivateli nedostupny.
Na druhé strané je vsak mozné simulace vyuzit pfi vytvareni slozitéjsich
systémd, jejichz matematicky popis by byl zdlouhavy a naroc¢ny. Prikla-
dem muze byt simulace déju v obvodu s nelinedrnim jednobranem, napr.
obvodu usmérnovace s polovodic¢ovou diodou.

Model déja v obvodu s RLC v sérii feSime jako nucené kmitani, pii
némz je obvod v pocateénim okamziku pfipojen ke zdroji harmonického
napéti o stalé amplitudé U, a tuhlové frekvenci w. Pro nucené kmitani
elektromagnetického oscilatoru plati 2. Kirchhoffiv zakon ve tvaru

L% + Ri+ % = Up sinwt. (1)

V programu Modellus 4.01 mizeme model vytvorit dvojim zptsobem.
V prvnim, jednodussim piipadé vychézime ze zndmého FeSeni rovnice (1).
Vyjadiime induktanci X a kapacitanci X¢ obvodu a pomoci vztahu pro
impedanci ur¢ime hodnotu amplitudy I, proudu v obvodu (amplituda na-
péti Uy, je definovana jako vstupni parametr modelu). Vypoéitame fazovy
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posun ¢ (v modelu f; v radidnech a f;5 ve stupnich; pro thlovou frekvenci
je pouzita znacka w). Program ve zvolenych ¢asovych krocich pocita oka-
mzité hodnoty napéti u a proudu i a zobrazuje je graficky. Model je na
obr. 8 (proveden je i vypodet okamzitého vykonu p = wui).

Ponékud slozitéjsi je model vytvoreny metodou dynamického modelo-
vani. V tomto pi¥ipadé je vychodiskem rovnice (1), z niZ uréime p¥iristek
naboje a proudu v posloupnosti ¢asovych krokt At. Tento model (obr. 9)
ma ve srovnani s predchazejicim modelem jednu vyznamnou odlisnost.
Zobrazuje v podstaté pribéh prechodného déje, ktery nastane, kdyz je
obvod v poc¢atecnim okamziku pfipojen ke zdroji stfidavého napéti. V oka-
mziku pripojeni dochézi v obvodu k superpozici dvou kmitani — vlastniho
kmitani obvodu a nuceného kmitani. V zavislosti na hodnoté rezistance
obvodu se vlastni kmitani rychle utlumi a obvod kmita jen s frekvenci
nuceného kmitani.

w=2xgxf
Mo=wxl
v 1 w=2xmxf
AL (wxC) u=LUmxsinf wxt)
(¥ -xC) g=last[ g )+ixht
fi =a|'ctan[7] . a
R uc =—
180 L
fis = x® fi UR =R =
b ul =u-uwRk-uc
Lim uw
Im = .I=Iast[aj+(—}><ﬁr
> l L
[(R2+(x -xc)2) .
u=Um=sinfwx=t+1f) WKL_('*;-'KC]]
i=1Imx=sinf w=t) fi = arctan R
p=ux 120 -
fis = - = fi
Obr. 8 Obr. 9

Pri vykladu déji v obvodu zobrazujeme obdobné jako pfi redlném ex-
perimentu fazovy posun kiivek napéti a proudu. Model realizujeme tak,
abychom mohli ménit hodnotu frekvence stfidavého proudu, indukénosti
a rezistance. VSechny potiebné veli¢iny jsou zobrazeny na pracovni plose,
takze zménou frekvence nastavime model postupné na hodnoty f < frez,
f = fiez @ f > frez. Podle nastaveni induk¢nosti pak ziskdme shodné
casové diagramy, jako pfi redlném experimentu. Na obr. 10 je zobrazen
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Casovy diagram kmitani obvodu pii f < fre, (flalové kiivka zobrazuje oka-
mzitou hodnotu vykonu stfidavého proudu), X; < X¢ a proud (Cervenéd
k¥ivka) pfedbihd napéti. Na obr. 11 je ptipad rezonance (X, = X¢), proud
i napéti maji stejnou fazi, okamzity ¢inny vykon méa v prubéhu periody
kmith jen kladné hodnoty a dosahuje tedy maxima. Z ¢asového diagramu
je pfimo patrné, ze primérny vykon P za periodu stiidavého napéti

P= %Pm = }Umlm Un I

2TV Ve

kde P, je amplituda vykonu a Ues a Iet jsou efektivni hodnoty stiidavého
napéti a proudu. Naopak z ¢asovych diagramti na obr. 10 a 12 je patrné,
ze primérnd hodnota vykonu za periodu je priblizné nulova a nulovy je
tedy také ¢inny vykon.

Obvod stridavého proudu s RLC v sérii %‘ ﬂl Q:
7 /

= Ueerfz

=130.00
R =10.00
L=0.05
C =1.00E-5
XL =40.84
XC=12243
fis = -83.01
Obr. 10
Obvod strFidavého proudu s RLC v sérii %‘ ﬂl ﬁ'
f=1225.00
R =10.00
. 7/ L=005
C =1.00E-5
XL =170.69
XC =70.74
fis = -0.28
Obr. 11
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Obvod stridavého proudu s RLC v sérii 5%‘ ﬂ’ﬁ
i f: 280.0(;
AALRALALR, B0
L=0.05
VAYAVAUAUATIEES
\

7 XL =8796
XC = 56.84
fis =72.19

Obr. 12

Na obr. 12 je pfipad X > X¢. Fazovy rozdil je kladny, a tedy proud
se za napétim zpozduje.

K lepsimu pochopeni déji v obvodech stfidavého proudu pfispiva frek-
venéni charakteristika a fazovd charakteristika obvodu (¢ = f(f)). Na
obr. 13 je frekvené¢ni charakteristika induktance a kapacitance obvodu a
soucasné jsou zobrazeny frekvencni zavislosti impedance Z obvodu a am-
plitudy I, proudu v obvodu, tedy rezonancni kiivky obvodu s RLC v sérii.
Je zfejmé, Ze pii rezonanci je proud v obvodu nejvétsi, naopak impedance
obvodu je nejmensi a je rovna rezistanci obvodu.

Frekvenéni charakteristiky obvodu s RLC v sérii

B ’/’ h
X, L R =10.00
2 L=0.07
X, _ C=100E5

Obr. 13

Fazovy posun se vyjadiuje jako tithel méfeny od fazoru proudu smérem
k fazoru napéti v matematicky kladném sméru. To znamenad, Ze pii nizsi
frekvenci je X1 < X¢ (U, < Ug), fazovy rozdil je zaporny a proud pied-
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biha napéti. Obvod mé vlastnosti kapacitance. Naopak pri vyssi frekvenci
je X1, > X¢ (Up > Ug), fazovy rozdil je kladny a proud se za napétim
zpozduje. Obvod mé vlastnosti induktance.

Pfi rezonanci je ¢ = 0 a v okoli rezonané¢ni frekvence se fazovy rozdil
¢ velmi rychle méni v zavislosti na rezistanci obvodu. V ptipadé, ze by
R — 0, fazovy rozdil by se pii rezonanci ménil skokem z hodnoty —m/2
na +7/2. Takovy pfipad ovSem v reilném obvodu nenastane (amplituda
proudu by rostla neomezené, tzn. I, — 00), ponévadz jak civka, tak kon-
denzator maji vzdy urcity odpor.

7 popsaného modelu obvodu s RLC' v sérii snadno odvodime dalsi p¥i-
pad rezonancniho jednobranu, kterym je obvod s RLC paralelné. Model
pro obvod s RLC paralelné je na obr. 14 a jeho frekvenc¢ni charakteristiky
jsou na obr. 15.

w=2xgxf
XL=wxLl
Vi 1 Frekvenéni charakteristiky obvodu s RLC paralelné = : B
T !
1
z 4 e o
1 1 10" V4
ey e v v | R =1.07E3
R In 1 L=008
ﬁ=a|'ctan[ A= [i —[L,]] C =1.00E-5
L XC
130
fis =——xfi ) 4
Um
Im=—r \// ;

Simulace déju v obvodech stfidavého proudu programem NL5
Circuit Simulator

Pro simulaci déja v obvodech stfidavého proudu existuje nékolik pro-
gramil dostupnych na webu. Pro nase acely se velmi dobfe hodi program
NL5 Circuit Simulator [9], ktery si mizeme stahnout jako demoverzi, v niz
Ize prakticky vyuzivat vSechny funkce potfebné pro stiedoskolskou vyuku,
a umoznuje také archivaci vytvorenych modelt. Na stejnych strankach jako
program NL5 muzeme ziskat obdobné koncipovany program Ideal Z pro
vypocet impedance a fazového posunu v obvodu, jehoz schéma vytvorime
na pracovni ploSe, a jednodussi simula¢ni program Ideal Circuit.

Pro simulaci déji v rezonancnich jednobranech programem NL5 pou-
Zijeme navzdjem propojené slozky programu: Schéma (Schematic), Pre-
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chodny dé&j (Transient) a Frekvenéni charakteristika (AC). Modelovani
spoCiva ve vytvoreni schématu zkoumaného obvodu v okné Schematic,
v ném7 se definuji parametry jak zdroje napéti, tak jednotlivych obvo-
dovych prvki. V okné Transient se vymezi ¢asovy interval, v némz bude
zobrazen prubéh prechodného déje, a je proveden vybér zobrazovanych ve-
li¢in. V okné AC lze zobrazit frekvenéni charakteristiku vybrané veli¢iny
(napf. impedance Z) a fazovou charakteristiku. Pro zobrazeni charakte-
ristik je nutné, aby v menu zdroje napéti byla vyznacena polozka AC.
V tomto nastaveni se frekvence zdroje napéti ve zvoleném intervalu ply-
nule zvétsuje. Frekvencni charakteristiky se zobrazuji jako grafy s linedrni
nebo logaritmickou stupnici na osach. Svisla osa fazové charakteristiky je
linearni a thly se vyjadiuji ve stupnich.

Pri vytvafeni simula¢niho modelu miZeme volit rizné rezimy zdroje
napéti. Mize to byt bud skokovd zména vstupniho napéti (oznaceni step,
popr. pulse, coz predstavuje zdroj kmit s obdélnikovym pribéhem), nebo
stfidavé napéti s harmonickym pribéhem (oznaceni sin). V tomto pifi-
padé volime amplitudu a periodou, popf. pocatecni fazi. Toto nastaveni
pouzijeme pro simulaci déji v obvodu s RLC' v sérii.

Na obr. 16 je schéma obvodu s RLC' v sérii vytvofené v okné Schematic.

Obvod stridavého proudu s RLC v sérii - frez > f zdroje

N
+
A 0
\/ R1
10
L1
100e-3
<+> V1 (AC)
=/ Sin 1
1 10e-6
~

Obr. 16

Vzhledem ke zvolenym hodnotam L a C' mé obvod rezonanéni frekvenci
frez = 159 Hz (T = 6,28 - 10~2). V menu zdroje napéti je zvoleno sinusové
napéti s amplitudou 10 V a s frekvenci 100 Hz (nastavuje se perioda T =
= 0,01s). To znamen4, Ze v tomto piipadé je X < X¢, faze napéti, popf.
impedance vzhledem k proudu v obvodu je zdporna (¢ — —n/2) a proud
predbihd napéti (obr. 17). Naopak pii frekvenci 300 Hz je X, > X¢ a
proud se za napétim zpozduje (obr. 18).
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Obr. 18

Piipad rezonance je na obr. 19. Zobrazeny jsou také casové diagramy
napéti na civce a na kondenzatoru (V(L1) a V(C1)). Je patrné, Ze tato
napéti maji opacnou fazi, proud (I(A1)) m4 stejnou fazi jako napéti zdroje
(V(V1)) a jeho amplituda dosahuje maxima.

1)
I vic)
vy
V(v1) A1) |w(LL)| [V(C1)

%

160e-3 164e-3 168e-3 172e-3

Obr. 19
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V okné AC se zobrazi frekven¢ni charakteristika amplitudy proudu v ob-
vodu, kterd predstavuje rezonanéni k¥ivku (horni ¢ast obr. 20), a fazova
charakteristika obvodu (dolni ¢ast). Z ni je patrné, Ze p¥i nizsich frekven-
cich, nez je rezonanéni frekvence, je fazovy rozdil proudu a napéti zdporny,
v blizkosti rezonanéni frekvence naristé a pri vyssich frekvencich je kladny.
Zménou rezistance obvodu muzeme ovérit, v jakém intervalu se v okoli re-
zonanc¢ni frekvence méni faze.

/ N\

0

-90;

80 120 160 200

Obr. 20

Pro srovnani jesté uvedeme frekvencni charakteristiky obvodu s RLC
paralelné (obr. 21). Rezonanéni kiivka v tomto pfipadé vyjadiuje zavislost
impedance Z obvodu na frekvenci stfidavého napéti. V dolni ¢asti obr. 21
je fazova charakteristika impedance (zelend kiivka), kterd predstavuje roz-
dil fazi napéti oy a proudu @5 (¢z = vu — ¢r). Fazova charakteristika
proudu je na obr. 21 vyznacena Cervenou kiivkou. Ponévadz napéti je na
vSech obvodovych prvcich paralelniho obvodu RLC' stejné, mtzeme polo-
zit ¢y = 0. Pii nizkych frekvencich je faze impedance ¢z kladné a faze
proudu ¢y je zaporna (I, < I¢), ¢ili pti kladné fazi impedance se proud za
napétim opozduje a naopak. U sériového obvodu RLC je tomu obracené.
V tomto pfipadé prochazi vSemi obvodovymi prvky stejny proud a jeho
fazi polozime p; = 0. Faze impedance pz je v tomto pfipadé dana pfimo
fazi napéti oy . Pii nizké frekvenci je Ur, < Ug, ¢z mé zapornou hodnotu
a proud pfedbihé celkové napéti na obvodu (viz obr. 17). Pti vyssich frek-
vencich (f > fiez) je tomu naopak (viz napf. fdzorové diagramy v Piehledu
obvodu stiidavého proudu v uéebnici [6, s. 183]).
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Simulac¢ni program NL5 Circuit Simulator vyuzZijeme nejen pfi vykladu
déji v rezonancnich jednobranech, ale i v dalSich obvodech. Prikladem
miize byt modelovani pfechodnych déji v obvodech s R, L, C, kdy pouzi-
jeme skokovou zménu vstupniho napéti. Program je vhodny k simulaci déjt
v obvodech s nelinedrnimi obvodovymi prvky (napf. v obvodech s polovo-
di¢ovou diodou), u nichz by bylo obti{Zzné vytvotit jednoduchy matematicky
model. Ale tyto a dalsi moZnosti vytvafeni simulaénich modela si kazdy
najde snadno sam, kdyz trochu pronikne do nabidky menu programu.
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Vysledky ¢eskych zakt
ve vyzkumu PISA 2012 —
mirny optimismus

DANA MANDIKOVA - JANA PALECKOVA
MFF UK Praha, CSI Praha

PISA (Programme for International Student Assessment) je mezina-
rodnim vyzkumem c¢tenaiské, matematické a pfirodovédné gramotnosti
patnéactiletych zakt, ktery pordda Organizace pro hospodafskou spolu-
praci (OECD). V soucasné dobé predstavuje nejvétsi mezindrodni projekt
v oblasti vzdélavani. Jeho cilem je pravidelné zjisfovat, zda si zaci na
konci povinné skolni dochézky osvojili védomosti a dovednosti, které jsou
nezbytné pro Uspésné uplatnéni v redlném zivoté. Pfedmétem zkouméni
neni to, jak zaci umi nabyté védomosti reprodukovat, ale to, jak je dokazi
v riznych situacich z béZného Zivota vyuzit. Clanek podavéa zékladni in-
formaci o celkovych vysledcich ¢eskych zaka v Setfeni PISA 2012 a jejich
casovém vyvoji.

Vyzkum PISA

Cykly vjzkumu

Vyzkum probiha ve tfiletych cyklech, v kazdém z nich je jedné ze tii
sledovanych oblasti vénovana zvysena pozornost. V roce 2000 a 2009 byl
vyzkum zaméfen predevsim na ¢tendiskou gramotnost ([1], [5], [9]), v roce
2003 a 2012 na matematickou gramotnost ([4], [7]) a v roce 2006 na gra-
motnost ptirodovédnou ([2], [6]).

V roce 2012 byla navic testovanad financéni gramotnost a mezipiedmé-
tova oblast feseni problémi. Vysledky z téchto dvou oblasti budou ale
zvefejnény pozdéji (v prvni poloving roku 2014).

Zicastnéné zemé a vzorek
V roce 2012 se do Setieni zapojilo 34 zemi OECD a 31 dalsich zemi

(jejich seznam lze nalézt napf. v [4]).
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Vzorek populace pro mezinarodni srovnani v roce 2012 tvorili zZaci naro-
zeni v roce 1996. V Ceské republice jsou to zaci 9. roéniki zakladnich $kol
¢i odpovidajicich ro¢nikt viceletych gymnazii nebo 1. roénikd stifednich
skol. Konkrétné to bylo 6 535 zakt z 297 skol.

Vzorek je v Ceské republice vybiran tak, aby bylo mozné srovnavat
vysledky zakid raznych druhi skol a aby byla zajiSténa reprezentativnost
vzorku zakt v 9. ro¢niku povinné skolni dochazky na trovni kraju.

Testy a dotazniky

Uroveti gramotnosti zakt ve viech sledovanjch oblastech s vyjimkou
feSeni problémi se zjistovala stejné jako v minulych cyklech pisemnym
testem, na jehoz vyplnéni méli zaci dveé hodiny. V testu byly zastoupeny jak
tlohy s vybérem odpovédi, tak tlohy, kde Zaci formuluji vlastni odpovéd.
Ulohy z oblasti feSeni problém fesili zaci v elektronické podobé po dobu
40 minut.

Vsichni testovani zaci vypliovali dotaznik, kde odpovidali na otazky
tykajici se jejich rodinného zazemi, prostiedi, ve kterém ziji, jejich nazoru a
postojt, skoly i vyudovacich metod, s nimiz se setkévaji. Dotaznik zjistoval
také obeznamenost zakl s vypocetni technikou.

Reditelé vsech zti¢astnénych skol vypliiovali dotaznik mapujici situaci
ve Skolach. Kratky dotaznik o vjuce matematiky vypliovali i ucitelé ma-
tematiky na téchto Skoléach.

Prezentace vysledku

Ve vyzkumu PISA jsou vysledky zékt jednotlivych zemi prezentovany
dvéma rtznymi zplsoby:

e Pomoci skérii (poc¢tu bodit) na skalach vysledkd, které vyjadiuji Gspés-
nost zaku pfi resSeni testovych tloh.

Uvadi se jednak pramérné vysledky zemi na tfech celkovych skalach pro
¢tenarskou, matematickou a prirodovédnou gramotnost. Pro blize zkouma-
nou oblast matematické gramotnosti bylo pro cyklus PISA 2012 vytvofeno
jesté sedm dil¢ich skal, které jsou popsany dale.

e Pomoci Sesti Grovni zpisobilosti, na nichz se zaci mohou nachézet.

Rozdéleni zakt podle drovni zpusobilosti poskytuje informaci o tom,
s jakym tuspéchem si zaci osvojili pozadované dovednosti. Podle toho, ja-
kého skéru zék v testu dosahl, je mu pfifazena jedna ze Sesti Grovni. Zaci
na prvni irovni zptisobilosti dosahuji nejnizsich vysledkt a ovladaji pouze
nejjednodussi dovednosti, Sestd troven odpovida nejlepsim vysledkim a

370 Matematika — fyzika — informatika 23 2014



vvvvv

druha troveti. Zaci, kteif této trovné nedosahnou, mohou mit problémy
v dal§im studiu nebo v zaméstnani. (Podrobné vymezeni toho, co by méli
7aci na jednotlivych tirovnich umét, 1ze nalézt pro matematiku v [4, pii-
loha 2]; pro pfirodni védy v [6, s. 22]; pro oblast ¢teni v [5, s. 43]).

Celkové vysledky a jejich vyvoj

Matematickd gramotnost

Vymezeni matematické gramotnosti ve vyzkumu PISA: Matematickd
gramotnost je schopnost jedince formulovat, pouzivat a interpretovat ma-
tematiku v ruznych kontextech. Zahrnuje matematické mysleni, pouZivdani
matematickych pojmi, postupt, fakti a ndstroji k popisu, vysvéetlovdni
a predpovidani jevi. Pomdhd jedinci si uveédomit, jakou roli matematika
hraje ve svéte, a diky tomu sprdvné usuzovat a rozhodovat se tak, jak to
vyzaduje konstruktioni, angazZované a reflektivni obcanstuvi.

Nejlepsi vysledky v matematickém testu méli zaci sedmi asijskych zemi
(Sanghaj, Singapur, Hongkong, Tchaj-wan, Korejska republika, Macao,
Japonsko), pfi¢em# vyrazné nejlepsiho vysledku dosahli Z4ci ze Sanghaje.
Za Japonskem pak nésleduje Lichtenstejnsko a Svycarsko. Vysledek Ges-
kych zaka byl primérny a je srovnatelny naptiklad s vysledky rakouskych,
danskych ¢i francouzskych zakt. Vyrazné je ale predcili zaci ze sousedniho
Polska a Némecka, zatimco slovensti Zaci za nimi zaostali.

V néasledujici tabulce lze nalézt zastoupeni ceskych zak na rdznych
arovnich zptsobilosti, jak se vyvijelo od roku 2003.

pod drovni | Groven | Groven | uroven | Groven | Uroven | troven
1 1 2 3 4 5 6
2003 5,0 11,6 20,1 24,3 20,8 12,9 5,3
2006 7,2 11,9 20,5 23,0 19,1 12,3 6,0
2009 7,0 15,3 24,2 24,4 174 8,5 3,2
2012 6,8 14,2 21,7 24,8 19,7 9,6 3,2

Tab. 1 Zastoupeni ¢eskych zékti na rtiznych trovnich zptsobilosti v % — mate-
matickd gramotnost

V Ceské republice je 21 % zakt, ktefi nedosahli ani druhé zakladni
arovné. To je ponékud méné nez priimér zemi OECD (23 %), stéle se vSak
jedna o velky podil. Od roku 2003 pocet téchto nejslabsich zaka vzrostl.
Nejmensi zastoupeni zakt pod druhou trovni zptisobilosti ve skupiné zemi
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OECD je v Koreji (9 %), v Estonsku a Japonsku (11 %). V péti asijskych
zemich s nejlepsimi vysledky je pak vice nez desetina zakt na Sesté nejvyssi
arovni zptisobilosti. V Ceské republice od roku 2003 pocet zakt na dvou
nejvyssich trovnich poklesl.

Ve vétsiné zucastnénych zemi maji v matematice lepsi vysledek chlapci
nez divky. Prislusny rozdil ve prospéch chlapci ¢ini v zemich OECD v pri-
méru 11 bodt, v Ceské republice 12 bodii. Pod druhou zékladni tirovni
zpusobilosti se pfitom nachdzi 19 % Geskych chlapci a 23 % divek, naopak
mezi nejlepsimi zdky (Grovné 5 a 6) je 14 % chlapcii a 11 % divek.

Jednim ze zaméru dobré vzdélavaci politiky je, aby byly rozdily ve vy-
sledcich zakl co mozna nejmensi a aby tedy byly vysledky zdkid co nej-
homogennéjsi. Ceska republika se fadi mezi zemé s lehce nadpriimérnym
rozdilem mezi dobrymi a slabymi zéky. V roce 2012 u nas ¢inila hodnota
rozdilu mezi vysledky deseti procent nejlepsich a vysledky deseti procent
nejslabgich zakt 244 bodu (v roce 2003 o 5 bodu vice), pficem? pramér
zemi OECD v roce 2012 byl 239 bodu.

Diky metodice projektu PISA lze srovnavat vysledky zakt i v priabéhu
casu. Obou cykld projektu, jejichz hlavni testovanou oblasti byla mate-
matickd gramotnost, se v letech 2003 a 2012 ztcastnilo 39 zemi. U této
skupiny zemi mizeme na jedné skéale porovnat, jak se za devét let vysledky
zaka zmeénily. Vysledek ceskych zaku se od roku 2003 vyznamné zhorsil
(0 17 bodil). V roce 2003 patiila Ceska republika do skupiny zemi s nad-
pramérnymi vysledky, nyni patii k zemim s vysledky primérnymi. Zmény
ve vysledcich mezi roky 2003 a 2012 jsou znazornény grafem na obr. 1.
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Obr. 1 Zmeény ve vysledcich zemi OECD mezi roky 2003 a 2012 — matematicka
gramotnost
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Dulezité ale je, ze oproti predchozim cyklim v letech 2006 a 2009, kdy
byla matematickd gramotnost vedlejsi oblasti a kdy se vysledky ceskych
zékt vyrazné zhorsovaly, bylo v roce 2012 zjisténo jejich mirné zlepseni,
a to oproti roku 2009 o 6 bodi. V grafu na obr. 2 je zndzornéno, jak se od
roku 2003 v Ceské republice, v sousednich zemich a v Madarsku ménily
v jednotlivych cyklech vysledky zakt v matematice. Ceské zaky, ktefi méli
v roce 2003 nejlepsi vysledek v matematice, pfed¢ili v pribéhu deviti let
zaci tii sousednich zemi: Polska, jehoz patnactileti Zaci se v obdobi od
roku 2009 prudce zlepsili, Némecka, jehoz zaci se zacali vyraznéji zlepSovat
jiz v roce 2006, a Rakouska, jehoZ Zaci maji v prubéhu casu vysledek
v matematice pomérné stabilni.

Stejné tak jako se podileli na zhorSeni vysledkt ceskych zakt v roce
2009 vétsi mérou chlapci nez divky, je malé zlepsSeni celkového vysledku
v roce 2012 pfedevsim jejich zasluhou: primérny vysledek chlapct se od
roku 2009 zlepsil o 10 bodt (ze 495 na 505), zatimco vysledek divek se
zlepsil pouze o 3 body (ze 490 na 493).
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Obr. 2 Zmény ve vysledcich stiedoevropskych zemi mezi roky 2003 a 2012 —
matematickd gramotnost

Vysledky na diléich skalach

Kromé srovnavani celkovych vysledkd, jichz zaci v testu dosahli, 1ze také
porovnévat, jak byli zaci ispésni v riznych aspektech matematické gra-
motnosti, jejichz detailni popis najdete v [8]. Porovnanim vysledki zaki
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na dil¢ich skéalach s jejich celkovym vysledkem v testu matematické gra-
motnosti 1ze nejen zjistit, kde jsou silnéjsi a kde slabsi stranky zakt jed-
notlivych zemi, ale zaroven je mozné vytvorit skupiny zemi, jejichz zaci
vykazuji ve stejnych dil¢ich oblastech relativné lepsi nebo horsi vysledky.

Bylo vytvofeno sedm dil¢ich §kal: tTi pro matematické postupy a Ctyti
pro matematické obsahové okruhy. Diléi §kaly pro matematické postupy:
e formulovani (zdk matematicky formuluje situace);

e pouzivani (zdk pouzivd matematické pojmy, fakta, postupy a uvaZo-
vani);

e interpretovani (74k interpretuje, aplikuje a hodnoti matematické vy-
sledky).

Ceska republika je jednou z deseti zemi OECD, jejich# Z4ci méli nejlepsi
relativni vysledek na dil¢i skdle pouZivdng, nebot na ni vykézali o 5 bodu
lepsi vysledek nez na celkové skale, oproti tomu na skale formulovdni a
skale interpretovdni méli horsi vysledky nez na $kéle celkové (0 4 a 5 bodi).
V tabulce 2 je uvedeno 11 zemi, jejichz zaci vykazuji na diléich skalach po-
dobné tendence jako cesti zaci. D€El4 jim problémy interpretovat, aplikovat
i hodnotit matematické vysledky a nejsou také pftili§ dob¥i v matematic-
kém formulovani situaci, ale dovedou relativné lépe matematicky uvazovat
a pouzivat matematické pojmy a postupy. Zemé jsou v tabulce fazeny se-
stupné podle celkového priumérného vysledku v matematice.

Celkovy | Rozdil mezi vysledkem na diléi a celkové Skdle

vysledek | Formulovéni | PouZivani | Interpretovani
Estonsko 521 -3 4 -8
Polsko 518 -2 1 -3
Belgie 515 -2 1 -2
Slovinsko 501 -9 4 -3
Ceskd republika | 499 -4 5 -5
Lotyssko 491 -3 5 -4
Rusko 482 -1 ) -11
Slovensko 482 -1 4 -8
Litva 479 -1 3 -8
Srbsko 449 -2 2 -3
Kypr 440 -3 3 -4

Tab. 2 Vysledky vybranych zemi na dil¢ich skilach matematickych postupt
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Dil¢i skaly pro matematicky obsah:
e zména a vztahy (funkce a algebra);
e prostor a tvar (geometrie, prostorova predstavivost, méfeni a algebra);
e kvantita (aritmetika, ¢isla, reprezentace);
e neurcitost a data (pravdépodobnost a statistika).

Ceské republika patii ke 13 zemim OECD s nejlepsim relativnim vy-
sledkem v tlohéch z tematického okruhu kvantita, nebof na pfislusné dil¢i
skale vykazali cesti zaci o 6 bodu lepsi vysledek nez na celkové skale. Stejné
jako v roce 2003 patril v mezindrodnim srovnani i v roce 2012 k silné pod-
prumérnym jejich vysledek na skale neurcitost a data. Na skalach okruht
zmeéna a vztahy, prostor a tvar se na matematické skale vysledky ceskych
zakl od jejich celkového vysledku nelisily. V tabulce 3 je vybrano 11 zemi,
jejichz zakim pusobi podobné jako ¢eskym zaktm obtize tlohy z tematic-
kého okruhu neurcitost, pticemz v ulohach z okruhu kvantita maji dobré
vysledky (s vyjimkou LotySska) a na zbyvajicich dvou $kédléch se jejich re-
lativni vysledek lisi od celkového vysledku méné nez o 10 bodi. Zemé jsou
v tabulce fazeny sestupné podle celkového primérného vysledku v mate-
matice.

Celkovy Rozdil mezi vysledkem na dil¢i a celkové skale
vysledek Zmény | Prostor | Kvantita | Neurcitost
a vztahy | a tvar a data

Estonsko 521 9 -8 4 -10
Belgie 515 -1 -6 4 -7
Némecko 514 2 -6 4 -5
Rakousko 506 1 -5 ) -7
Slovinsko 501 -2 3 -5
Ceskd republika 499 6 -11
Lotyssko 491 6 6 -3 -12
Lucembursko 490 -2 -3 5 -7
Slovensko 482 -7 8 5 -10
Litva 479 0 -7 4 -5
Bulharsko 439 -4 3 4 -7

Tab. 3 Vysledky vybranych zemi na dil¢ich skalach matematického obsahu
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Matematické tlohy, které byly po Setfeni v roce 2012 uvolnény, lze i
s metodickymi komentaii nalézt v publikaci [10].

Prirodovédnd gramotnost

Vymezeni pfirodovédné gramotnosti ve vyzkumu PISA: Prirodovédnd
gramotnost je schopnost vyuZivat prirodovédné védomosti, kldast otdazky a
z dangch skutecnosti vyvozovat zdvéry, které vedou k porozumeni svétu
prirody a pomdhaji v rozhodovani o ném a o zméndch pusobengch lidskou
cinnostt.

Cesti z4ci dosahli v pfirodnich védach nadpriimérného vysledku, srov-
natelného napiiklad s vysledkem zakid Rakouska, Velké Britanie a Slovin-
ska. Nejlepsich vysledki dosahli opét zaci ¢tyi asijskych zemi (Sanghaj,
Hongkong, Singapur, Japonsko) nasledovani zaky Finska a Estonska.

Béhem obdobi 2006-2009 se vysledky ceskych zaka zhorsily o 12 bodu
a Ceskéa republika se ocitla mezi zemémi s primérnym vysledkem. Od
s vysledkem z roku 2006 (oproti roku 2009 se zlepsili o 8 bodi). Rozdily
ve vysledcich zemi OECD mezi rokem 2006, kdy byly pfirodni védy hlavni
testovanou oblasti, a rokem 2012 zachycuje graf na obr. 3.
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Obr. 3 Zmény ve vysledcich zemi OECD mezi roky 2006 a 2012 — pfirodovédna
gramotnost

Zastoupeni Ceskych zaki na rtznych trovnich zpisobilosti od roku 2006
je v tabulce 4. Je vidét, ze oproti roku 2009 poklesl pocet zaki, ktefi
nedosahuji ani Grovné 2, kterd je povazovana za zékladni. Bohuzel ale také
od roku 2006 klesa zastoupeni ¢eskych zak na dvou nejvyssich trovnich.
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Rozdil mezi vysledky ceskych divek a chlapci v oblasti pfirodnich véd
v roce 2012 byl stejné jako v roce 2006 a 2009 nevyznamny. V zemich
OECD jsou mezi chlapci a divkami v pfirodnich védach vseobecné malé
rozdily ve srovnani se ¢tenim a matematikou.

pod drovni | Groven | Groven | Uroven | Groven | Groven | droven
1 1 2 3 4 5 6
2006 3,5 12,1 23,4 27,8 21,7 9,8 1,8
2009 4,7 12,6 25,6 28,8 19,9 7,2 1,2
2012 3,3 10,5 24,7 31,7 22,2 6,7 0,9

Tab. 4 Zastoupeni ¢eskych z4ki na riznych trovnich zpisobilosti v % — pfiro-
dovédna gramotnost

Ctendrskd gramotnost

Vzhledem k tomu, ze jednotlivé oblasti gramotnosti jsou mezi sebou
provazané a zak jisté potifebuje k porozumeéni textu matematické ¢i priro-
dovédné tlohy i gramotnost ¢tenafskou, zminime zde strucné i vysledky
v této oblasti.

Vymezeni étenaiské gramotnosti ve vyzkumu PISA: Ctendrskd gramot-
nost predstavuje porozumeént, vyuZivdni, posuzovdni a angazZovdni se v psa-
nych textech za ucelem dosaZent cili jedince, rozsirent jeho znalosti a po-
tencidlu a jeho aktivni ticasti ve spolecnosti.

Rozdily ve vysledcich zaka zemi OECD mezi roky 2009 a 2012 jsou
zndzornény v grafu na obr. 4.
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Obr. 4 Zmény ve vysledcich zemi OECD mezi roky 2009 a 2012 — étenaiské
gramotnost
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Vysledek ceskych zakt se nachazi na Grovni praméru zemi OECD. Srov-
natelného vysledku dosahli napiiklad zaci Danska, Itélie, Rakouska, Ma-
darska a Velké Britanie. V obdobi od roku 2009 do roku 2012 se ¢esti zaci
vyrazné zlepsili, a to o 15 bodd, takze se po obdobi neustalého zhorsovani
nachazi opét na tdrovni vysledku z roku 2000. Ve vSech zemich dosahly
v roce 2012 divky lepsiho vysledku nez chlapci. V pfipadé c¢eskych divek
se jednalo o rozdil statisticky vyznamny.

Rozdily ve vysledcich ¢eskych zaku ruznych typu skol

Vzorek 7kt v Ceské republice byl vybran tak, aby bylo moZné porovnat
mezi sebou vysledky zakt navstévujicich rtzné druhy skol. V tabulkach
5-7 jsou uvedeny prumeérné vysledky zaka rtznych skol v jednotlivych
oblastech gramotnosti. Vyvoj vysledki ¢tenarské gramotnosti 1ze sledovat
od roku 2000, kdy byla hlavni testovanou oblasti; vysledky v matematice
Ize takto sledovat od roku 2003 a v pifirodnich védach az od roku 2006.

7Z tabulky 5 je ziejmé, Ze v oblasti matematické gramotnosti se od roku
2003 do roku 2012 vyznamné zhorsily vysledky zaka vsech druhi skol. Na
celkovém zlepSeni vysledkt Ceskych zakd v matematice od roku 2009 se
podileji zejména zaci zakladnich $kol, jejichz pramérny vysledek vzrostl
od roku 2009 o 16 bodi. Zlepseni zakt zakladnich skol tak dokazalo vy-
kompenzovat zhorsovani vysledkt zaki viceletych gymnazii, nematuritnich
oboru stiednich skol a specidlnich skol.

Matematické Primérny vysledek
gramotnost 2003 2006 2009 | 2012
Zakladni skola 495 482 460 476
Viceleté gymnéazium 631 635 614 602
Ctyileté gymnazium 610 614 583 585

SOS, SOU s maturitou 541 542 515 514
SOS, SOU bez maturity | 458 440 438 425
Speciélni skola 369 363 372 310
CR 516 510 493 499

Tab. 5 Vysledky podle typt skol — matematickd gramotnost

Zmeény ve vysledcich v pfirodovédné gramotnosti jsou v tabulce 6. Vy-
znamného zlepseni v oblasti pfirodovédné gramotnosti opét doznaly, stejné
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jako v matematické a Ctenaiské gramotnosti, vysledky zakt zakladnich
skol (o 17 bodh). V této oblasti se velmi zhorsili zaci Gtyfletych gym-
nazii (o 13 bodi), tentokrat je nasledovali také Zaci viceletych gymnézii
(0 12 bodu).

Piirodovédna Pramérny vysledek
gramotnost 2006 2009 | 2012
Zakladni skola 488 473 490
Viceleté gymnazium 628 613 601
Ctyfleté gymnazium 613 596 583

SOS, SOU s maturitou 542 521 519
SOS, SOU bez maturity | 443 448 | 444
Specialni skola 375 314 331
CR 513 501 508

Tab. 6 Vysledky podle typi skol — pfirodovédna gramotnost

V tabulce 7 je vidét, ze se v obdobi mezi roky 2009 a 2012 vyznamné
zlepsily vysledky zak na zakladnich skolach také ve ctenarské gramot-
nosti (o 21 bodu) a dostaly se zhruba na turoven z roku 2000. Na rozdil
od matematiky se vSak zlepsili i zaci nematuritnich obor? stfednich skol
(0 10 bodt), zatimco vysledky zakt ve ¢tyfletych gymnéziich se zhorsily
(o 13 boda).

Ctenaiské Primeérny vysledek

gramotnost 2000 | 2003 | 2006 | 2009 | 2012
Zékladni skola 474 | 469 | 457 | 449 | 470
Viceleté gymnazium 592 | 593 | 609 | 587 | 593
Ctyileté gymnazium 582 | 584 | 603 | 581 | 568

S0S, SOU s maturitou 525 | 517 | 522 | 502 | 506
SOS, SOU bez maturity | 436 | 433 | 386 | 414 | 424
Specialni skola 267 | 300 | 314 | 338 | 346
CR 492 | 489 | 483 | 478 | 493

Tab. 7 Vysledky podle typu skol — ¢tenafska gramotnost
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Neéktera dalsi zjisténi vyzkumu PISA 2012

Idealni vzdélavaci systém by mél poskytovat vsem jedincim rovné vzdé-
lavaci prilezitosti. O tom, ze vzdélavaci systém je vici svym zakim spra-
vedlivy, vypovidda mimo jiné slaba zavislost vysledkt zaki na jejich so-
cioekonomickém zazemi. Ceska republika byla v roce 2012 jednou z péti
zemi OECD s nejsilnéjsim vlivem socioekonomického zazemi na vzdélavaci
vysledky zaka. Ve srovnani s rokem 2003 tento vliv zesilil, coz muze vy-
povidat o urcitém naristu nerovnosti v oblasti vzdélavacich prilezitosti.
Ceska republika se navic fadi k zemim, kde maji Z4ci s podobnym zéaze-
mim tendence shromazdovat se ve stejnych Skolach a kde vzdélavaci systém
funguje spise selektivné.

Dotaznikové Setieni ukazalo, Ze CeSti Zaci maji, co se tyce jejich prace a
vysledk v matematice, ve srovnani se zaky ostatnich zemi OECD podpri-
mérnou sebedivérut. Ta pak virazné negativné ovliviiuje jejich vysledky.
Ceska republika navic patii mezi zemé& OECD, v nichz bylo zhorseni prii-
mérného vysledku v matematice od roku 2003 doprovéazeno statisticky vy-
znamnym zhorSenim primeérné hodnoty indexu charakterizujictho vztah
z4ka ke skolnimu vzdélani?. Dalsi ze zkoumanych indext vypovida o tom,
zda zdk povazuje Skolu za pFatelské prostfedi®. Hodnota tohoto indexu
v Ceské republice poklesla od roku 2003 tak, Ze byla v roce 2012 mezi
zemémi OECD nejnizsi.

V grafu na obr. 5 jsou pro ruzné typy skol zndzornény vybrané postoje
zaka charakterizované pomoci tii vyse zminénych indext — indexu vztahu
zéka ke skole, indexu sebedtiivéry v matematice a indexu soundlezitosti se
skolou. Znazornéno je procento zaki, kterym prislusi vyssi hodnota indexu,
nez je jeho primér v Ceské republice.

1Index sebedivery Zdka v matematice byl zkonstruovan na zakladé miry souhlasu
nebo nesouhlasu zaka s nasledujicimi vyroky: matematika mi prosté nejde; z matema-
tiky mam dobré znamky; matematiku se u¢im rychle; matematika je jednim z predméti,
které mi vzdycky Sly nejlépe; v hodinach matematiky rozumim i tém nejobtiznéjsim po-
stuptim.

2 Index vztahu Zdka ke skole byl zkonstruovan na zakladé miry souhlasu nebo nesou-
hlasu zaku s nasledujicimi vyroky: skola mé nepfipravila pfilis dobfe na dospély Zivot;
skola je pro mé ztratou casu; skola mi pomohla ziskat sebedivéru pfi rozhodovani; ve
skole jsem se naucil/a véci, které se mi mohou hodit v zaméstnani.

3Index soundlezitosti se Skolou byl zkonstruovan na zikladé miry souhlasu nebo
nesouhlasu zaku s nasledujicimi vyroky: ve skole si pripaddm jako outsider; ve skole si
snadno nachazim kamarady; citim, Ze do skoly patfim; ve Skole si pfipaddm trapné a
nevhodné; spoluzaci ze Skoly mé zfejmé maji radi; ve skole se citim osamély/4; ve skole
je v8echno idedlni; se skolou jsem spokojeny/4.
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Obr. 5 Vybrané postoje zakl v riznych druzich skol

Nejvétsi sebedivéru v matematice maji zaci prvnich roéniki ¢tytletych
gymnézii, ktefi maji téz nejlepsi vztah ke skole jako takové. Stiedosko-
laci v prvnich ro¢nicich nematuritnich obort si naopak v matematice véri
nejméné, nejhorsi je také jejich vztah ke skole a pocit sounélezitosti se Sko-
lou. Zéaci zakladnich kol a Zaci viceletych gymnéazii maji obdobny vaztah
ke skole i pocit sounalezitosti se Skolou, sebeduvéra zaka na zakladnich
skolach v matematice je vSak mensi nez sebedivéra gymnazisti.

ZAvér

Hlavni testovanou oblasti Setfeni PISA 2012 byla po deviti letech opét
matematickd gramotnost. V matematickém testu nejlépe uspéli zaci asij-
skych zemi. Vysledek ¢eskych zaki byl primérny. Ceska republika se za-
fadila do skupiny jedenacti zemi OECD, jejichz nadprimérny vysledek
z roku 2003 se za devét let statisticky vyznamné zhorsil. Podstatné se také
zvétsil podil ceskych patnactiletych zakt s nedostateénou trovni matema-
tické gramotnosti, do skupiny nejslabsich zaki se tak v Ceské republice
zaclenil kazdy paty zak. Je vSak potésitelné, ze i kdyz se vysledky Ces-
kych zakd v matematice od roku 2003 znacné zhorsily, oproti pfedchozimu
cyklu v roce 2009 doznaly mirného zlepsSeni, tiebaze se nejedné o zlepSeni
statisticky vyznamné.
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Vyvoj celkovych vysledkt ceskych zakt v jednotlivych gramotnostech
zachycuje graf na obr. 6.
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Obr. 6 Vyvoj vysledkt ceskych zaku v jednotlivych gramotnostech

V oblasti pfirodovédné a Ctenafské gramotnosti si opét vedli nejlépe
74ci asijskych zemi. Cesti Zaci dosahli v pfirodovédné gramotnosti nadpri-
mérny vysledek srovnatelny s vysledkem z roku 2006. V obdobi od roku
2009 se jejich vysledek rovnéz zlepsil. Vysledek ceskych zakd v oblasti
Ctenafské gramotnosti nevybocil z prameéru, dokonce se od roku 2009 sta-
tisticky vyznamné zlepsil, takZe po uréitém zhorseni znovu dosahl irovné
vysledku z roku 2000.

Vysledky mezinarodnich srovnavacich Setfeni jisté nejsou jedinym mé-
fitkem kvality vzdélavaciho systému. PFi interpretaci vysledki a vyvozo-
vani zavérd je nezbytna velka opatrnost s tim, Ze je tfeba si uvédomit, co
dana Setfeni zjistuji a za jakym tcdelem, jakd je skupina testovanych zaka
apod. Posledni cyklus vyzkumu PISA u patnactiletych zaka ukazal jisté
zlepSeni ve vSech tfech oblastech gramotnosti oproti roku 2009. Podobné
doslo ke zlepseni vysledki zakt 4. ro¢nikt ve vyzkumu TIMSS a PIRLS
2011 v matematice, pfirodnich védach i ve ¢teni. Mtizeme tak doufat, ze
se zastavil setrvaly propad vysledkt nasich zakt z minulych let. Vysledky
bude nyni tfeba podrobit dalsim analyzam a odhalit pfi¢iny tohoto zlep-
Seni a podporovat zmény, které k nému vedly.
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INFORMATIKA

Prostorové modelovani ve skole

LUKAS RACHUNEK
Pfirodovédecka fakulta UP, Olomouc

Prostorové modelovani pomoci pocitace je pro vétsinu lidi relativné mo-
derni zalezitosti, ale ve skutecnosti je témér tak staré jako samotna poci-
tacova grafika. Napfiklad uz program Sketchpad z roku 1963, ktery bézel
na pocitaci Lincoln TX-2 z roku 1958, umoznoval interaktivni vytvatreni a
Gpravu prostorovych modeld pomoci vektorové grafiky. Modely bylo mozné
pozorovat v nékolika zobrazenich najednou véetné perspektivy, otacet je,
pridavat nové ¢asti, ménit jejich tvar, zobrazovat pouze viditelné stény
atd., tedy zhruba to, co se provadi dodnes.

Pivodné se tento obor vyskytoval predevsim ve formé inzenyrskych
programi typu CAD (napifikad v automobilovém primyslu), a na univer-
zitach pro vyzkumné tcely. Masova obliba prostorového modelovani pak
nastala v dobé, kdy se pocitace vhodné k tomuto tcelu dostavaly do do-
macnosti, tedy v 80. a 90. letech 20. stoleti. Popularitu podporoval i ¢im
dal castéjsi vyskyt v pocitacovych hrach a filmovych efektech. Dnes mi-
zeme vidét vyuziti prostorového modelovani vsude kolem nés a po lidech
zkuSenych v tomto oboru je ¢im dal vétsi poptavka. Proto se kurzy pro-
storového modelovani pomoci pocitace zavadéji i ve skolach a jako obvykle
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se Casto objevuje otazka ,co, kolik a za kolik“. Z tohoto divodu jsem se
rozhodl stru¢né popsat nékolik programi tohoto typu dostupnych zdarma.
Vsechny existuji pro soucasné rozsifené operacni systémy, vyvijeji se mi-
nimalné 10 let a vétsina z nich komunikuje i v Cestiné.

POV-Ray

POV-Ray (Persistence of Vision Ray-Tracer) je nejstarsi
z modelovacich systému popisovanych v tomto ¢lanku. Jeho
vyvoj pod nadzvem POV-Ray zacal v roce 1991, ale ve sku-
tec¢nosti pochézi z jesté starsiho obdobi, protoze pfimo vy-
chézi z programu DKBTrace, ktery byl vytvafen uz od
roku 1986.

Na rozdil od vétsiny ostatnich programt tohoto typu, POV-Ray neob-
sahuje vlastni grafické uzivatelské rozhrani. Jde vlastné jen o vypocetni
jadro, pficemz vstupnim souborem je textovy popis prostorové scény a vy-
stupnim souborem je obrazek nebo série obrazkt (pfipravend pro spojeni
do filmu). Modelovéni se provadi bud pomoci programovaciho jazyka, nebo
s vyuzitim jiného modelovaciho programu, umoziujiciho ukladat vysledek
ve formatu pro POV-Ray. Formatem vstupnich soubort je obycejny text,
tedy lze ho ¢ist, upravovat a zapisovat na libovolném pocitac¢i pomoci libo-
volného textového editoru a také Ize relativné jednoduse ptridavat podporu
POV-Raye do jinych modelovacich nebo matematickych systémi. Kombi-
naci riznych nastroju lze vytvaret fotorealistické obrazky a filmy.

#default {
texture {
pigment {
gradient y
triangle_wave
color_map {[0, rgb 0.5](1, rgb 1.01}
scale 0.3 rotate 20

¥
finish {ambient 0.55 diffuse 0.25}
Y
¥

#declare Column =

union {
cylinder {0.0%, 0.4%y, 1.2}
cylinder {0.4%y, 3.6%y, 0.8}
cylinder {3.6%y, 4.0%y, 1.2}
torus {0.8, 0.4 tramslate 0.4%y}
torus {0.8, 0.4 translate 3.6%y}

¥

/¢ Four columns

object {Column translate -4*x rotate 000%y}
object {Column translate -4*x rotate 060%y}
object {Column translate -4*x rotate 120%y}
object {Column translate -4*x rotate 180%y}

/7 One object hovering over each column

union {
sphere {0, 1 translate -4*x rotate 000%y}
box {-0.9, 0.9 rotate <45,10,45> translate -4%x rotate 060%y}
cylinder {-x, x, 0.9 rotate <-20,20,-10> translate -4*x rotate 120%y}
torus {0.7, 0.4 rotate <50,45,0> translate -4%x rotate 180%y}

translate 5.5%y
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Tento program pouzivam uz asi 15 let jako jednu z prvnich ¢asti vyuky
pocéitacové grafiky pro studenty deskriptivni geometrie, nebot pfi vytvéa-
feni scén timto zpiisobem se rozviji prostorova predstavivost a soucasné
programaétorské schopnosti.

POV-Ray je volné Sifeny pro operacni systémy MS Windows, Mac OS,
Mac OS X, Linux a dalsi systémy typu UNIX. (starsi verze také pro Amigu
a DOS).

Wings 3D

Grafické modelovaci prostiedi Wings 3D je vyvijeno od
roku 2001 a cilem jeho autord bylo vytvofeni programu,
pomoci néhoz lze jednodusSe konstruovat prostorové ob-
jekty. To se tviirclim do znac¢né miry podaftilo a vysledek je
podobny napiiklad systému Mirai, ktery byl jednou z jeho
inspiraci.

Wings 3D nabizi klasické prostiedi s dratovymi modely, ale neobsahuje
vlastni vypocetni jadro pro zobrazovani vysledné scény se vSemi grafic-
kymi efekty. K tomuto tucelu muze vyuzivat externich vypocetnich pro-
grami, jako je napiiklad POV-Ray. Casto se s nim pracuje tak, Ze modely
v ném vytvorené se pozdé&ji pouziji v jiném modelovacim nebo vypocetnim
programu. Proto je v ném podpora pro import a export rtiznych formatta
prostorovych scén, coz se hodi i v ptripadech, kdy je potfeba sestavit film,
protoze Wings 3D neobsahuje nastroje pro animace.

Tento program planuji zafadit do vyuky jako doplnék k POV-Rayi,
pomoci kterého lze relativné jednoduse pracovat se slozitéjSimi objekty.

R T

Wings 3D je volné dostupny pro systémy MS Windows, Mac OS X,
Linux a dalsi systémy typu UNIX. Uzivatelské rozhrani komunikuje ve
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14 jazycich véetné ¢estiny. Umoziiuje ¢ist forméaty Wings (.wings), Nendo
(.ndo), 3D Studio (.3ds), Illustrator (.ai), Autodesk FBX (.fbx), Light-
Wave a Modo (.1wo, .Ixo), Wavefront (.obj), PostScript (.ps, .eps), Stereo-
Lithography (.stl), Scalable Vector Graphics (.svg) a uklddat ve stejnych
formétech a navic v BZFlag (.bzw), Kerkythea (.xml), POV-Ray (.pov),
Cartoon Edges (.eps), RenderWare (.rwx), VRML 2.0 (.wrl), DirectX (.x),
Collada (.dae).

Blender

Blender je jednim z grafickych modelovacich systémi,
které jsou vytvareny uz dlouhou dobu, v tomto piipadé
od roku 1995. Pouziva se v amatérské i profesionalni praxi
pro filmové efekty, pocitacové hry a v dalsich podobnych
oblastech. Je podobny znaméjsim programtm Autodesk
3ds Max, Cinema 4D nebo LightWave 3D.

Modelovani pomoci Blenderu se, podobné jako u Wings 3D, provadi
v tradiénim osvédceném dratovém prostiedi, ale Blender jde dale smérem
k filmové produkci. Obsahuje napt. ¢asticovy systém, simulaci kapaliny,
koute, latky atd., nastroje pro animaci postav, synchronizaci pohybu se
zvukem nebo filmovy editor. Dalsi zajimavosti jsou sochaiské nastroje.
Podobné jako v pfipadé POV-Raye, i vypocetni jadro Blenderu umoziiuje
vytvaret fotorealistické obrazky a filmy a podporuje vystup do profesional-
nich obrazovych a filmovych formata (napf. OpenEXR, Cineon, Radiance
HDR).

Tento program pouzivam asi pét let jako rozsifeni vyuky deskriptivni
geometrie a také jako soucast grafického designu.

Blender je volné sifeny pro systémy MS Windows, Mac OS X, Linux a
dalsi systémy typu UNIX. Uzivatelské rozhrani komunikuje v 31 jazycich
véetné Cestiny. Umoziiuje ¢ist a ukladat formaty Blender (.blend), Collada
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(.dae), Motion Capture (.bvh), Scalable Vector Graphics (.svg), Stanford
PLY (.ply), STL (.stl), 3D Studio (.3ds), Autodesk FBX (.fbx), Wave-
front (.obj), X3D Extensible 3D (.x3d, .wrl), Filmbox (.bfx), DirectX (.x),
VRML97 (.wrl).

MakeHuman

Na editoru MakeHuman se pracuje od roku 2005, ale
ve skuteCnosti se pouzival uz v roce 2000, kdy zacal vy-
voj jeho verze napsané jako skript pro Blender. Je urcen
k vytvareni realistickych lidskych postav, které se klasic-
kou modelovaci cestou sestavuji velmi obtizné. Je podobny
napiiklad oblibenému programu Poser.

Préce s MakeHuman je zaloZena na jiném principu nez ve vétsSiné ostat-
nich modelovacich systémua. Zakladem je hotova lidskd postava, ktera se
upravuje pomoci nastavovani spousty parametri v pfehledném grafickém
prostiedi. Timto zpisobem lze ménit vSechny ¢asti postavy vcetné drob-
nych detailt a tim naptiklad tvofit velmi odliSné oblic¢eje. Autofi nezapo-
mnéli ani na parametry typu pohlavi, rasa, zédkladni typy obleceni a kostra
pro animaci.

RPOWE @ ?

\\ Ve
-A\\ i.~,z.‘

l
lf/l:l_lll o

Tento program planuji zafadit do vyuky jako doplnék k Blenderu, kte-
rému takto nabizi moznost ozivit vymodelované scény.

MakeHuman je volné dostupny pro systémy MS Windows, Mac OS X,
Linux a dalsi systémy typu UNIX. Uzivatelské rozhrani komunikuje ve
Ctyfech jazycich, ceStina mezi nimi zatim neni. Umoziuje ¢ist format Make-
Human (.mhm) a ukladat ve stejném formatu a navic v Blender Exchange
(.mhx), Filmbox (.bfx), Collada (.dae), Wavefront (.obj), MD5, Ogre3D,
StereoLithography (.stl).
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FreeCAD

Posledni modelovaci systém, FreeCAD, je vyvijen od
roku 2002. Jak nazev napovidéa, tentokrat je urcen k po-
uziti v primyslové praxi, konkrétné je zaméfen na stro-
jirenstvi a prumyslovy design a spada do kategorii CAD,
MCAD, PLM, CAx a CAE. Je podobny zndmym progra-
mum CATTA, Autodesk Inventor nebo SolidWorks.

Prace s FreeCADem je zaloZzena na parametrickém modelovani, tedy
tvary objekttt mohou zaviset na jejich vlastnostech nebo na jinych ob-
jektech. Program pracuje i s kfivkami a plochami typu NURBS a déle
obsahuje naptiklad nastroje pro plosné vykresy a jejich spolupraci s pro-
storovymi objekty, vystup do POV-Raye, LuxRenderu a WebGL, simulaci
robot nebo podporu architektury (BIM, IFC). V pfipravé jsou také né-
stroje pro CAM.

& TosjectoryForPart

Propery Value

Label TrjectoryForan
. Placement __[000000100)0.

e o/
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Podle ohlast nékterych uzivatelii zatim neni FreeCAD dostatecné sta-
bilni pro nasazeni u velkych zakazek, ale uz jsem vidél jeho pouziti v pro-
fesionalni praxi, které vypadalo velmi ptisobivé. Kazdopadné je dostatecné
kvalitni pro vyuku prace s programy tohoto typu.

Program planuji zafadit do vyuky jako rozsifeni deskriptivni geometrie.

FreeCAD je volné §ifeny pro systémy MS Windows, Mac OS X, Linux a
dalsi systémy typu UNIX. Uzivatelské rozhrani komunikuje ve 24 jazycich
véetné CeStiny. UmozZiiuje ¢ist a uklddat formaty FreeCAD (Festd), STEP,
IGES, OBJ, STL, DXF, SVG, DAE, IFC, OFF, NASTRAN, VRML, DWG.
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Nasobik

STANISLAV TRAVNICEK
Prirodovédecka fakulta UP, Olomouc

SkutecCnost, zZe existuji obrovské softwarové firmy, které vytvareji ob-
rovské mnozstvi dokonalého softwaru, by neméla byt prekazkou k tomu,
aby si ucitel matematiky nebo fyziky nékdy vytvoril své vlastni pocita-
Cové programy, které mu mohou pomoci pfi pfipravé na vyuku nebo i
pri samotném vyucovani. Vyhodou takovych programku je, ze mohou byt
zcela konkrétné zaméfeny na potieby autora, byt relativné jednoduché a
mit jednoduchou obsluhu. Naptiklad, kdyz autor vi, Ze bude zadavat délky
tsecek, nemusi se pfi psani programu starat o ochranu vstupu proti zadani
pismene nebo zaporného c¢isla, protoze takovy vstup jisté zadavat nebude.
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V minulych letech jsem ¢tenarim MFI nabidl zdrojové texty nékolika
takovych programi z vlastni dilny. Napiiklad jako pomtcku pii vypoctech
1ze pouzit [1] a [2], pfi grafickém znazorniovani funkci [3] a [4] a pro FeSeni
slovnich uloh s praktickymi ndméty [5], [6] a [7].

Jina je situace, jestlize pripravujeme program, ktery bude pouzivat né-
kdo jiny, tam uz kontroly nesmi chybét, a jesté jina, kdyz pfipravujeme
program, ktery maji pouzivat zaci. Takové programy uz musi byt zcela
odolné, protoze zaci mohou s programem délat cokoli. S jednim takovym
programem z dilny pouceného amatéra se nyni seznamime.

V poslednich letech se vynotfuje fada vice nebo méné patticné vzdéla-
nych lidi, ktef{ aspiruji na to, stdt se novymi Komenskymi (dovolte mi
tuto snad humornou vétu). Vétsinou se broji proti biflovani (to zni pre-
svedéive), ale tim kritici z¢asti mysli to, Ze by se zaci vitbec neméli ucit néco
nazpamét. Zduraziuje se pfemysleni, a Ze znalosti lze podstatné reduko-
vat, protoze pfece mame internet, kde najdeme vSechno, co potfebujeme.
O tom vSem by se mohla vést dlouha debata, ale ndm v této chvili pu-
jde jen o to, ze néco zaci prece jen v hlavé mit musi. J& se domnivam, zZe
k témto prazakladtim patii i mald nasobilka, a to nejen odpovédi na otazky
Hkolik je 5 x 77¢  ale také ,co je to 567“ (a to ndm kalkulacka ani internet
nefeknou, i kdyz naptiklad pfi séitani zlomkid se bez pohotové odpovédi
na takové otdzky neobejdeme).

Sestavil jsem proto program Ndsobik, ktery je uren pro procvicovani
(ne zkouseni) malé nésobilky. P¥i takovém programu se musime zabyvat
dvéma strankami, jednak obsluhou pri praci déti s timto programem a jed-
nak strukturou programu, ktery ma napliovat néjaké didaktické zameéry.
V tomto potradi nyni o Nasobiku pojedndme.

Predné jsem si formuloval a co nejvice uplatnoval ergonomické poza-
davky na program, se kterym maji pracovat i malé méné zkusené deéti.

Program se rozbéhne v okné, ne na celé obrazovce, které se da prehléd-
nou jedinym pohledem. Tmavomodré pozadi Setfi o¢i, bilym pismem jsou
podavany potiebné informace, vlastni pracovni ¢ast mé pismo zluté, takze
umoznuje bezproblémové soustiedéni na praci; jen upozornéni na chybu
se spravnym vysledkem je vyraznéj$i (Cervend na bilé). Velikost pisma je
priméfend, v pripadé problému u nékterého ditéte poradi skolni informa-
tik, jak pismo zvétsit. Pro maximalni zjednoduseni obsluhy jsou ze hry
vyfazeny klavesy Enter, Del, Tab i vSechny dalsi (s vyjimkou ¢islic, me-
zerniku a X nebo x), aby jejich pouzivani nenarusovalo soustiedéni ditéte
na vlastni praci. Jen na zacatku a na konci prace se odpovida pismeny
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a ¢ A nebo n & N na dotazy (ano—ne). Vzhledem k tomuto vyraznému
omezeni funkci klaves jisté kazdy uzivatel programu pfijde brzy na nabid-
nuty pohodlny postup, kdy leva ruka obsluhuje mezernik a prava ¢islicovou
klavesnici.

Po spusténi program nejprve na vyzadani sdéli uzivateli vSechny po-
tfebné informace, (obr. 1).

Informace o programu Nasohik, verze 1.1

Budu ti tykat. doufdm, Ze to nevadi. Pozor! Myika je uZ unauena. takie ji
v tomto programu nebudeme pouZivat. Mebudeme pouZivat ani klavesy Enter a
Delete. at' =i také odpofinou.

Nésohik slonZi k procuiéouéni malé nésohilky. Nésohilku volif na podatku
prace stiskem piisluiné klaueuy, lze proculcouat i vice nasohilek naJednou
nebo i vEechny naJednou tim, Ze po“tupne zaddvas €isla <1 - 2> Zadangch
ndsobilek, na poFadi zaddvani nezdleZi. AZ po zadani viech nasohilek takto
vyhranych stiskne3 MEZ = mezernik.

Dale zadas, kolik piikladi se ma p001tat + MEZ, a pak uZ se jen pofita...
I po vloZ en1 uyﬂledku kaZdého svého vipoétu stiskni MEZ. Ale po"or'

Ue viech ti#ech pr1padech, kdyZ misto HEZ ﬂt1ﬂkn9ﬂ malé nebho velké X,

tak se tou tiselny vklad vymaZe a miZef své zadani zopakovat.

Ufechny pitiklady si Ndsobik sdm vym$sli. KdyZ p¥iklad vypodted spriuné,
Hasobik hned zada dalZi, kdyg Jje vgsledek Zpatné,. tak se dalfi gadauanl
zastavi a Nasohik té& opravi; na pokyn MEZ pak pokracuae. Hakonec oznami
tvou dspéinost a nahidne procviéovani nové zvolengch nasohilek.

Po pieéteni téchto informaci pokratuj klavesou MEZ: _

Obr. 1

Obr. 2 predstavuje obrazovku v pribéhu prace. Vidime, Ze je pravé
generovan priklad z nasobilky 7 a zcela Gimyslné se pfitom nedba na potradi
¢isel, aby toto pofadi nebylo dilezité ani v myslich zaku.

3487
Zvol nasobilky, koncouvy znak je MEZ:
Pofet piikladii {1 — 58> a MEZ: 2%

PoZitej,. zadani visledku ukon&i MEZ

Zadan piiklad &.: 7 7?6 =

Obr. 2

Pii chybném zadani vysledku Nésobik na chybu upozorni (obr. 3).
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Nasobik

287

Zvol nasohilky, koncouid znak je MEZ:

Pocet piikladd <1 - 58> a MEZ: 18

Pocitej. zadani visledku ukonii MEZ

Zadan piiklad £.: & [ BRSNS praune ma hot G4 MEZ

Obr. 3

V priubéhu procvi¢ovani nasobilky zaznamenava pocet spravné vyfe-
Senych prikladi a na konci prace tento pocet sdéli, na obr. 4 je sdéleni
v piipadé, ze vSechna TeSeni byla spravné.

Nasobik

789
Zvol nasohilky, koncovy znak je MEZ:
Poi&et piikladit {1 — 58> a MEZ: 2@

PoEitej, =zadani visledkn wkonEi MEZ

Zadano piikladii: 28, spravné& vypoEitané: viechny.

ChceZ pokracovat? (A nebo M): _

Obr. 4

Program byl vyzkousen v nékolika operacnich systémech a dostaly jej
k ovéfovacimu pouzivani dvé Zakladni skoly; dostaly i autorovo potvrzeni
opravnénosti pouzivani pro potfeby jejich zaku (tj. Ze nejde o ,ukradeny“
SW). Pravé na zakladé tohoto ovéfeni byla zavedena moznost, aby uZivatel
mohl, kdyZ se splete, ale v¢as to zjisti, sviij vysledek opravit (kldvesou x
nebo X).

Nyni o tom, jak pracuje nenovéjsi verze 2.0. Cinitele nasobeni tvoii
program uzitim generatoru nahodnych ¢isel, ale vSe se jen na nahodé ne-
ponechavé, ¢innost programu je i mirné sofistikovana; uvedme si nékteré
prvky:
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e Program pracuje i s nulou a desitkou, které vsak pouziva méné casto
nez ostatni ¢isla 1 az 9; takové ulohy jsou snadné, ale vynechany byt
nemohly.

e Jak jiz bylo feCeno, tmyslné a nepravidelné zaménuje poradi ¢initeld,
napf. pri nasobilce sedmi mtize byt sedmicka prvnim cinitelem nebo
jindy i druhym.

e Dale program neptripousti, aby nasledujici pfiklad byl pfesné stejny jako
predchozi.

e Pokud se zadavatel splete naptiklad pfi nasobeni 8 x 7 a odesle chybny
vysledek, pak, kromé toho, Ze mu program sdéli spravny vysledek, do-
stane zakratko béhem dalsi prace kontrolni zadani 7x 8, jestli uz spravny
vysledek zna.

Je samoziejmé, Ze program, ktery ma zabezpecovat odolnost svého
chodu, da vice prace a premysleni a méa i delsi zdrojovy text; na publi-
kovani zde je prilis dlouhy a nakonec by ¢tenéri jiné poznatky, nez zde
byly uvedeny, nepfinesl.

Na zacatku ¢lanku jsme si fekli, Ze pouceny amatér si pro svou potfebu
miZe tvofit 1 nedokonalé programy (vynechéni kontrol), které mu dévaji
potfebné vysledky, a na prikladu programu Nasobik jsme ukézali druhou
krajnost — pokus o ,dokonaly“ program z hlediska vécného i ergonomic-
kého.
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ZPRAVY

55. Mezinadrodni matematické
olympiada

\/ MO 20

Cape Town - South Africa

Kazdoro¢ni prestizni klani v feSeni ma-
tematickych tuloh pro stredoskoldky ze
zemi celého svéta zavitalo letos poprvé na
africky kontinent. Jeho v poradi jiz 55. roc-
nik probéhl ve dnech 3.—13. ¢ervence 2014
v Kapském Mésté za acasti 560 soutézicich
(z toho 56 divek) ze 101 zemi péti konti-
nentl. Poradatelstvi této narocné akce se
zdarné zhostila South African Mathema-
tics Foundation, ktera samotné soutézeni
a jeho vyhodnocovani, jakoz i ubytovani
vSech ucastnika zajistila v rozsahlém are-
alu Univerzity Kapského Meésta, situova-
ného na upati Stolové hory a poskytuji-
ctho soutézicim i opravovatelskym komi-
sim vhodné podminky. V nejvyse posta-
vené budové, vnéjsim sloupovim ozdobené
univerzitni aule probéhlo slavnostni zaha-
jeni této olympiddy i zavéreény ceremo-
zicim, v obou pripadech za Gcasti pani An-
geliny Motshekga, ministryné zakladniho a
stfedniho skolstvi Jihoafrické republiky.

Druzstvo Ceské republiky tvoiila Ses-
tice soutézicich (vesmés zdkl osmiletych
gymnézii) Filip Bialas (5/8 G Opatov,
Praha 4), Martin Hora (8/8 G Plzen, Mi-
kuldsské nam.), Viktor Némecek (7/8 G
Jihlava), Tomds Nowotny (8/8 G Ceska
Lipa), Radovan Svarc (7/8 G Ceska Tie-
bovd) a Pavel Turek (5/8 G Olomouc-
Hejéin). Vedoucimi nasi delegace byli
doc. Jaromir Simsa (PfF MU Brno) a
dr. Jaroslav Svréek (P¥F UP Olomouc).

Vlastni dvoudenni soutéz (jednotlivei,
nikoli druZstev) spocivala, jako obvykle,
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v FeSeni Sesti tloh — kazdy den t¥{ (vzdy po
dobu 4,5 hodiny). Podle sou¢tu bodovych
ziskd (nejvyse 7 bodi za jednu dlohu) roz-
hodla mezinarodni porota o udéleni 49 zla-
tych medaili (soutézicim se ziskem alespoii
29 bodt), 113 stiibrnych medaili (za zisk
22-28 bodi1) a 133 bronzovych medaili (za
zisk 16-21 bodii).

Plny pocet 42 bodu ziskali tfi soutézici:
Alezxander Grunning (Australie), Jiyang
Gao (Cina) a Po-Sheng Wu (Tchaj-wan).
Nasi reprezentanti podali velmi dobré vy-
rovnané vykony (v rozpéti ziskt 18 az 24
bodu), takZze po 15 pfedchozich roénicich
soutéze letos kazdy reprezentant CR opét
vybojoval medaili — nejcennéjsi stiibrnou
Tomas Novotny (24 b.) a v neoficidlnim po-
fadi statt (tradiéné sestavovaném podle
sou¢tu bodii Sestice soutézicich) se CR
umistila na 32. misté, které pro nas pred-
stavuje nejlepsi umisténi za poslednich de-
vét let (v roce 2005 to bylo neuvéritelné
poradové ¢islo 16, v dalsich letech pak ¢isla
48, 40, 39, 40, 48, 39, 47, 37, az letos 32).

1. soutézni den (8. 7. 2014)

Uloha 1
Necht ag < a1 < a2 < ... je neko-
ne¢nd posloupnost kladnych celych cisel.
Dokazte, ze existuje pravé jedno celé cislo
n > 1 takové, ze
apt+ar+---+an

ap < —————— < an41.
n

(Rakousko)

Uloha 2
Necht n > 2 je celé éislo. Uvazujme
Sachovnici o rozmérech n X n slozenou
z n? jednotkovych ¢&tvercovych polidek.
Konfiguraci n vé€zi na této Sachovnici nazy-
vame $tastnou, pokud kazdy fadek a kazdy
sloupec obsahuje pravé jednu véz. Najdéte
nejvétsi kladné celé cislo k takové, ze pro
kazdou stastnou konfiguraci n vézi exis-
tuje ¢tverec o rozmérech k X k, ktery neob-
sahuje véz na zadném ze svych k? policek.
(Chorvatsko)
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Uloha 3

V  konvexnim ¢tyfuhelniku ABCD
plati [XABC| = |<CDA| = 90°. Bod H
je patou kolmice z bodu A na pfimku BD.
Body S, T lezi po fadé na strandch AB,
AD tak, ze bod H je vnitinim bodem troj-
thelniku SCT a plati

|XCHS| — [XCSB|
[XTHC| — |XDTC|

90°,
= 90°.

Dokazte, ze pfimka B D se dotyka kruznice
opsané trojuhelniku TSH.
(Irdn)

2. soutézni den (9. 7. 2014)

Uloha 4

Na strané BC' daného ostrouhlého troj-
thelniku ABC lezi body P a @ tak, ze
|¥PAB| = |¥BCA| a |XCAQ| = |XABC|.
Body M a N lezi po fadé na pfim-
kdch AP a AQ, pificemz bod P je stie-
dem tusecky AM a bod @ je stfedem
usecky AN. Dokazte, ze piimky BM a CN
se protinaji na kruznici opsané trojihel-
niku ABC'.

(Gruzie)

Uloha 5

Banka v Kapském Mésté razi mince
s hodnotou % pro kazdé kladné celé ¢islo n.
Mé¢jme konecnou kolekci takovych minci
(ne nutné rtznych hodnot), kterd ma cel-
kovou hodnotu nejvyse 99 + % Dokazte,
ze tuto kolekci je mozné rozdélit na 100
nebo méné casti tak, aby kazda ¢ast méla
celkovou hodnotu nejvyse 1.
(Lucembursko)
Uloha 6
Rikdme, 7e pfimky v roviné jsou
v obecné poloze, pokud zadné dvé nejsou
rovnobézné a zadné tfi neprochézeji jed-
nim bodem. Mnozina pfimek v obecné po-
loze rozdéluje rovinu na oblasti, z nichz né-
které maji kone¢ny obsah; nazyvame je ko-
neéné oblasti prislusné dané mnoziné pii-
mek. Pro kazdé dostatecné velké n do-
kazte, ze v libovolné mnoziné n primek
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v obecné poloze je mozné obarvit modie
asponi y/n ptfimek tak, ze zddna z prislus-
nych konec¢nych oblasti nebude mit celou
hranici modrou.

Pozndmka. Reseni, ve kterjch bude tvr-
zeni dokdzéano s vyrazem cy/n namisto \/n,
budou ohodnocena body v zavislosti na
hodnoté konstanty c.

(Rakousko — USA)

Podrobnéjsi informace o letoSnim roc-
niku soutéze muzete najit na oficidlnich
strankach IMO (www.imo-official.org).

Vedeni ceského tymu vyslovuje touto
cestou podékovani za u¢innou sponzor-
skou pomoc spojenou se zajisténim jednot-
ného obleceni pro celé ceské druzstvo na
55. IMO ptrerovské firmé PRECHEZA a.s.
a déle brnénské spole¢nosti NEOGENIA
S.r.0.

Dodejme zévérem, ze 56. rocnik IMO se
uskutecni v Cervenci 2015 ve druhém nej-
vétsim thajském mésté Chiang Mai.

Jaromir Simsa

8. Stredoevropska matematic-
ka olympiada

A Dresden 2014 AAVAVAVAVAVA

‘/AL,'}E A LJJ;”'\\_# L/—' LMMJ\LM

Osmy ro¢nik Stredoevropské matema-
tické olympidady (MEMO) se uskute¢nil
ve dnech 18.—24. zaii 2014 v Drazdanech.
Soutéze se jiz tradi¢né zucastnilo 60 sou-
tézicich z deseti stfedoevropskych zemi
(Svycarsko, Némecko, Rakousko, Slovin-
sko, Chorvatsko, Madarsko, Slovensko,
Litva, Polsko a Ceskd republika). Kaz-
dou zemi pfitom reprezentovalo Sesti-
¢lenné druzstvo slozené z zak1, ktefi dosud
nematurovali. SloZeni ¢eského reprezentac-
niho tymu bylo dano vysledky ustfedniho
kola 63. roéniku MO a omezujicim pra-
vidlem MEMO, podle nichz nesmi byt
¢lenové druzstva pro MEMO ve stejném

8. MEMO J
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roce soucasné Cleny narodnich reprezen-
tacénich tymt svych zemi na Mezindrodni
MO (IMO).

Slozeni ¢eského tymu na 8. MEMO bylo
nasledujici: Libor Drozdek (7/8 G L. Ja-
rose, Holesov), Vojtéch Dvordk (7/8 G
Praha 1, Truhlaiskd), Matéj Koneény (7/8
G Ceské Budgjovice, Jirovcova), Karolina
Kuchynovd (3/4 G M. Lercha, Brno), Ma-
rian Poljak (6/8 G J. Skody, Pierov) a
Vdclav Rozhori (7/8 G J. V. Jirsika, Ceské
Budéjovice). Vedoucim ¢&eské delegace a
jejim zastupcem v jury byl RNDr. Ja-
roslav Svréek, CSc., z P¥irodovédecké fa-
kulty Univerzity Palackého v Olomouci,
pedagogickym vedoucim byl doc. RNDr.
Jaroslav Zhouf, Ph.D.

Den pred vlastnim soutéZzenim pro-
vedla mezinarodni jury definitivni vybér
vSech 12 soutéznich uloh, a to po jedné
z algebry, kombinatoriky, geometrie a teo-
rie Cisel pro soutéz jednotlivet a po dvou
jinych z téchze oblasti pak pro soutéz
druzstev. Pro tymovou soutéz byla letos
vybrana také jedna puvodni ceskd uloha
(T-2), jejimz autorem byl Pavel Caldbek.
Zadéani vsech uloh pak vedouci jednotli-
vych delegaci prelozili do svych mater-
skych jazyku. Soutéz jednotlivea se konala
v sobotu 20. zari 2014 a soutéz druzstev
pak probéhla o den pozdéji. Po oba dny
se soutézilo v ucebnich Gymnasia Marie
Curie v Drazdanech.

Nasledujici dva dny probihala koor-
dinace soutéznich twloh za pfFitomnosti
vedoucich néarodnich tymu. Kazda sou-
tézni tloha byla pfitom hodnocena nejvyse
8 body (s celoéiselnym bodovacim schéma-
tem v rozpéti 0-8 bodi). Na posledni den
pobytu v Drazdanech (atery 23. zaif) pii-
pravili némecti organizatofi pro vSechny
Gcastniky soutéze jednodenni vylet do ne-
dalé Misné (Meiflen), kde vSichni ucast-
nici soutéze navstivili sttedovéky hrad Al-
brechtsburg, ktery patii mezi nejkrasnéjsi
pamétky svého typu v Sasku.

Po navratu z Misné byli na zavérec-
ném slavnostnim vecéeru oficidlné vyhla-
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Seni vitézové soutéze jednotlived i soutéze
druzstev. V soutézi jednotlivet byly udé-
leny 3 zlaté, 11 stfibrnych a 18 bronzo-
vych medaili. Je potésitelné, ze jednim ze
tii drzitelt zlaté medaile byl také nas re-
prezentant Vdclav Rozhon, ktery se ziskem
29 bodu (z 32 moznych) obsadil 3. pficku
v absolutnim potradi jednotlivci, a stal se
tak prvnim c¢eskym reprezentantem ktery
ziskal v osmileté historii MEMO zlatou
medaili. Nejlepsi dva soutézici (z Chor-
vatska a z Madarska) pak doséhli maxi-
malniho bodového zisku. TFi nasi repre-
zentanti — Marian Poljak (19 b.), Voj-
téch Dvordk a Matéj Konecny (oba 18 b.)
si z Drazdan pfivezli domti bronzové me-
daile. Za zminku stoji rovnéz vyborny
vykon nasi jediné divky — Karoliny Ku-
chyriové (17 b.), kterd obdrzela cestné
uzndani (za bezchybné vyfeseni aspon jedné
ulohy), kdyZz ji bronzovd medaile unikla
o jediny bod. V soutézi druzstev se nasim
jiz tolik nevedlo. Skon¢ili na déleném 6. az
8. misté (spole¢né s Rakouskem a Svyjcar-
skem) se ziskem 34 bodu.

Podrobnéjsi informace mohou zajemci
nalézt na oficidlnich strankach 8. MEMO
(www.memo2014.de).

Na zavér uvadime texty vSech soutéz-
nich uloh. V zavorce je uvedena zemé,
ktera alohu navrhla.

Soutéz jednotlivea
(20. z&¥ 2014)
Priklad I-1
Urcete vSechny funkce f: R — R ta-
kové, ze pro vSechna z,y € R plati
af(y) + f(af(y) — 2f(f(y) - flzy) =
=2x+ f(y) — flz+y).
(Litva)
Priklad I-2
Uvazujme rozdéleni pravidelného n-
-thelniku na n — 2 trojuhelniki pomoci
n — 3 jeho uhlopricek, které se nepro-
tinaji uvnitf tohoto n-uhelniku. Dvojba-
revnou triangulaci rozumime takové roz-
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déleni m-thelniku, v niz je kazdy troj-
thelnik obarven ¢ernou nebo bilou bar-
vou a kazdé dva trojuhelniky, které maji
spole¢nou stranu, jsou obarveny ruznymi
barvami. Pfirozené ¢islo n > 4 nazveme
trianguldrni, pravé kdyz tento pravidelny
n-uhelnik ma dvojbarevnou triangulaci ta-
kovou, ze pro kazdy jeho vrchol A je pocet
¢ernych trojuhelnikti s vrcholem A vétsi
nez pocet bilych trojahelniki se stejnym
vrcholem A.
(Chorvatsko)
Priklad I-3
Je dan trojuhelnik ABC, v némz
|AB| < |AC| a I znagdi stfed kruznice jemu
vepsané. Necht E je takovy bod strany
AC, pro ktery plati |AE| = |AB|. Dale
necht G je takovy bod pfimky FEI, pro
ktery plati |XIBG| = |[XCBA]|, pti¢emz [
je vnitfnim bodem usecky EG.
Dokazte, ze pfimka A, kolmice
k pfimce AFE sestrojend v bodé E a osa
thlu BGI se protinaji v jednom bodé.
(Chorvatsko)
Priklad I-4
Pro libovolna celd ¢isla n > k > 0 de-
finujeme bibinomicky koeficient ((Z)) pred-

pisem . "
() =t —on

Urcete vSechny dvojice (n, k) celych ¢&i-
sel, kde n > k > 0, takové, ze odpovidajici
bibinomicky koeficient je celé ¢islo.
Poznamka. Dvojny faktorial n!! je defino-
van jako soucin vsech sudych cisel po n,
je-li n sudé, a jako soucin vsech lichych ¢i-
sel po n, je-li n liché. Napft. 4!! =2-4 =8,
7N=1-3-5.-7=105 a definujeme 0!! = 1.

(Rakousko)

Soutéz druzstev
(21. za¥i 2014)
Priklad T-1

Urcete nejmensi moznou hodnotu vy-
razu

1 1 1 1
+ + ,
a+x b+z b4y

a+y
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kde a, b, x a y jsou kladna redlna cisla spl-
nujici nerovnosti

1 1 1 1 1 1
>, 2>, >~
at+x ~ 2 a+y 2 b+zxz — 2
a
1
>
b+y
(Madarsko)

Priklad T-2
Urcéete vSechny funkce f: R — R,
které pro kazdé x,y € R splnuji podminku

of(zy) + zyf(2) > f(2*)f(y) + 2>y.
(Ceskd republika)

Priklad T-3

Necht K a L jsou dana prirozens éisla.
Na pravouhelnikové desce slozené z 2K X
x2L jednotkovych ¢&tverci se pohybuje
mravenec z levého dolniho rohu do pra-
vého horniho rohu. V kazdém kroku se
presune vodorovné nebo svisle na sousedni
pole, pfi¢emz na zadné pole nevstoupi vice
nez jedenkrat. Na néktera pole desky mra-
venec nemusi vstoupit. V urcitych ptipa-
dech tvofi vSechna nenavstivend pole je-
diny pravouhelnik, ktery nazveme MEMO-
pravouhelnik.

Urcete pocet vsech ruznych MEMO-
pravouhelnik.

Pozndamka. Pravouhelniky jsou rtzné, po-
kud nejsou tvoreny tymiz jednotkovymi
Ctverci.
(Rakousko)
Priklad T—4
Ve Stastném Mésté zije 2014 obyvatel,
které oznacime Aj, Aa,..., A2014. Kazdy
z nich je v kazdém okamziku bud stastny,
nebo nestastny. Nalada kazdého obyvatele
A se méni (z nestastného na stastného a
naopak), pravé kdyz se jiny Stastny oby-
vatel usméje na A. V pondéli rano bylo
ve Stastném Mést& N §tastnych obyvatel.
Poté se v pondéli obyvatel A; usmal na
Ag, dale se A2 usmal na Az atd., az nako-
nec se Asg1z usmal na Asgi4. Nikdo z nich
se neusmal na zadného jiného kromé uve-
deného obyvatele. Pfesné totéz se opako-
valo v utery, ve stfedu a ve ¢tvrtek. Ve
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Stvrtek vecer tak bylo ve mésté praveé 2000
stastnych obyvatel.

Urcete nejvétsi moznou hodnotu N.
(Litva)
Priklad T-5

Je dan trojuhelnik ABC, v némz
|AB| < |AC|. Kruznice jemu vepsana se
dotyké stran BC, CA, AB po fadé v bo-
dech D, E, F. Osa AI vnitfniho uhlu pfi
vrcholu A protinad pfimky DE a DF po
fadé v bodech X a Y. Necht Z znadi patu
vysky z vrcholu A.

Dokazte, ze D je stfedem kruznice ve-
psané trojuhelniku XY Z.

(Slovinsko)
Priklad T-6

Kruznice k vepsana trojuhelniku ABC
se dotyka strany BC v bodé D. Piimka
AD protina kruznici k& v bodé L # D.
Ozna¢me K stfed kruznice vné pfipsané
strané BC. Necht M a N jsou po fadé
stiedy tse¢ek BC' a KM.

Dokazte, ze body B, C, N a L lezi na
téze kruznici.

(Slovensko)
Priklad T-7

Kone¢nou mnozinu A pfirozenych cisel
nazveme primérovou, pravé kdyz pro kaz-
dou jeji neprazdnou podmnozinu je arit-
meticky prameér jejich prvku také piiro-
zené Cislo. Jinak feCeno, mnozina A je pru-
mérova, pravé kdyz %(al +...4+ag) je pii-
rozené Cislo pro kazdé k > laai,...,ax €
€ A jsou navzajem ruzna cisla.

Je déano prfirozené Ccislo n. Urcete
nejmensi mozny soucet prvkia n-prvkové
prumeérové mnoziny.

(Rakousko)
Priklad T-8

Urcéete vSechny usporadané Cctvetice
(z,vy, z,t) pfirozenych ¢isel, které vyhovuji
rovnici

207 +14%Y = (x + 2y + 2)**.
(Litva)
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Nasledujici (9.) ro¢nik MEMO se bude
konat na zakladé oficidlniho pozvani od 25.
do 31. srpna 2015 ve slovinském Koperu.

Vedeni ceského reprezentacniho tymu
dékuje prerovské firmé MEOPTA za jeji
sponzorskou pomoc pfi zajisténi jednot-
ného obleceni vSech ¢lent reprezenta¢niho
druzstva na 8. MEMO.

Jaroslav Svréek

LITERATURA

Jaroslav Svréek:

Gradované Fetézce tloh v préci
s matematickymi talenty

Univerzita Palackého v Olomouci vy-
dala v roce 2014 pozoruhodnou publikaci
Gradované tetézce uloh v praci s matema-
tickymi talenty, jejimz autorem je RNDr.
Jaroslav Svréek, CSc.

Kniha je ¢lenéna do téchto kapitol:

1. Historie realizovanych matematickych
soutézi.

2. Vyhledavani a rozvoj matematickych
talent.

3. Typy tloh pro matematické soutéze.

. Gradované fetézce uloh v MO.

5. Dalsi gradované fetézce matematic-
kych tloh.

Dodatky:

1. Z pripravy naSich olympioniki.

2. Gradované fetézce uloh typu D.

3. O vyznamu préce s talenty.

o~

Pokladam tuto knihu za gradovanou
monografii, nebot od tucelného historic-
kého tivodu a didakticky zaméfenych tivah
o vyhledavani talentd dochéazi autor ke
dvéma lokalnim maximtm prace: k typolo-
gii tloh a vymezeni pojmu gradovany rete-
zec uloh (s. 24). Za pFirozené vyusténi pu-
blikace povazuji dodatek O vyznamu prace
s talenty, v némz vyznamni matematikové
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(napt. Milan Hejny, OldFich Kowalski,
Jaromir Simsa, Leo Bocek a dalsi) uka-
zuji svou osobni cestu k matematice dlaz-
dénou fesenim uloh. Doporuéuji, aby au-
tor vyzval jmenované kolegy k publikovani
jejich vyznani. Muze to byt inspirace pro
mnohé nase ucitele.

V roce 2000, ktery byl organizaci Une-
sco prohlasen za Svétovy rok matematiky,
vysla kniha Mathematics: Frontiers and
Perspectives, v niz W. T. Gowers zduraz-
nuje: Kazdému matematikovi jsou dobie
znamé dvé matematické kultury. Jednu
vytvareji matematici, ktefi povazuji za
svuj cil fesit problémy, druzi se zabyvaji
vystavbou teorii. Tyto cile jsou ovSem na-
vzajem svazany, nebot:

1. Cilem feSeni problému je lépe rozumét
matematice.

2. Cilem matematickych porozuméni je
umét 1épe Fesit problémy.

Naznacené ideje, charakterizujici védec-

kou matematiku, koresponduji podle mého

nazoru i s matematickym vzdélavanim.

Studium Svrékovy knihy muiZe prispét ke

spravnému vyuzivani aloh ve vyucovani.

Je to pro efektivni vzdélavani dilezité.

Vymyslet novy matematicky problém,
novou ulohu, je tvofivd matematicka
prace. Vytvorit k ni systém gradovanych
uloh, které dovedou studenta k vysledku,
je neobycejné vyznamné didaktické umeéni.
Zakladnim prvkem kladné motivace, zis-
kéani dobrého vztahu k matematice je totiz
uspéch. Systém gradovanych tloh k nému
naznacuje cestu, je klicem k uspéSnému
feseni uloh slozitéjsich, k ziskani zajmu
o matematiku. I proto povazuji Svrékovu
knihu za vyznamnou. Sedesat ptvodnich
uloh, jichz je Jaroslav autorem, prokazuje
jeho matematickou vyspélost, jejich didak-
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tické zpracovani pak jeho schopnosti pe-
dagogické. Z knihy vyzafuje zaujeti au-
tora pro rozvijeni matematickych talenti,
jeho préace pro matematickou olympiadu je
u nas vSeobecné znama. Snad ze skrom-
nosti na sebe neprozradil, Ze je edito-
rem mezindrodniho casopisu Mathema-
tics Competitions vydavaného WFNMC
v Australii. Doporuéuji studium Svrékovy
nové knihy vSem nasim uditelim matema-
tiky, muze jim to jejich praci pomoci pro-
hloubit.

Zavérem si dovolim jen nékolik osob-
nich poznamek. Kategorické soudy v di-
daktice ¢i dokonce v psychologii mohou
byt diskutabilni. Nutnou charakteristikou
zakt s vysokou turovni matematickych
schopnosti tedy nemusi byt vzdy napf.
jeho emociélni stabilita, zajem o sebevzdé-
lavani nebo bohatsi vyrazovy slovnik, ...
Snad ani vybornd prostorova pfedstavi-
vost nemusi byt u nékterého nadaného
zéka mimofadné rozvinuta (s. 13).

Vyraznym kladem Svrékovy préace jsou
studentska feSeni nékterych uloh, kterymi
demonstruje rizné pristupy k témuz pro-
blému (s. 108). Skoda, Ze zde nenajdeme
hlubsi ,,psychologicky“ rozbor feseni uloh,
jaky pFinasi napt. Zofie Krygowskd (Zarys
dydaktyki matematyki 3) nebo Terence
Tao (Solving Mathematical Problems).

Svrékova kniha je i po technické strance
na vynikajici drovni. Grafickd dprava je
velmi dobré, 32 ilustraci je bezvadné pro-
vedenych, kvalitni je i reprodukce fotogra-
fii. Publikace mé rozsah 130 stran, ob-
sahuje seznam 139 titula literatury, re-
cenzenty byli Jaromir Simsa a Stanislav
Travnicek.

Frantisek Kurina
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MATEMATIKA - FYZIKA - INFORMATIKA
Casopis pro vyuku na zékladnich a stiednich skolach
Roc¢nik XXIII (2014)

MATEMATIKA

Bild, A., Bily, M.: Nasobeni na prstech (s. 180) — Caldbek, P., Svrcek, J.:
O feseni funkcionalnich nerovnic (s. 321) — Gergelitsovd, S., Holan, T.:
Uloha o é&tverci a piimkach (s. 161) — Hyksovd, M.: Pravdépodobnost
v aplikaénich tlohach (s. 171) — Kandlikovd, A., Pdcsovd, J.: Niekolko
prikladov k iraciondlnym ¢islam (s. 329) — Kufina, F.: Nage pedagogicka
realita (s. 1) — Kufina, F.: Reforma nasi koly a problémy matematického
vzdélavani (s. 241) — Leischner, P., Samkovd, L.: Od feSeni Heronovy
ulohy k modeltm kuzelosecek (s. 9) — Lukdc, S.: Rozvijanie badatelskych
zruénosti ziakov pri sktimani trojuholnikov (s. 337) — Pdcsovd, J.: Vyuzitie
metédy Monte Carlo pri vyudovani pravdépodobnosti (s. 15) — Pfibyl, J.,
Ondru$ovad, J.: Zavedeni pomocného prvku — uziteCnéa heuristicka strate-
gie (s. 95) — Salom, P., Rolinek, M.: Cestou necestou ke kombinatorice
(s. 261) — Svréek, J.: Prostorové analogie dvou planimetrickych vét (s. 81)
— Trdvnicek, S.: Souvislosti v matematice (s. 86) — Vallo, D.: O niektorych
vlastnostiach §tvorstena vektorovo (s. 248) — Zajimavé matematické tlohy
(s. 22, 105, 184, 269, 352)

FYZIKA

Addmek, P., Tesar, J.: Skolni generdtor TTL a synchroniza¢ni obvod
(s. 130) — Bldha, R.: Radioamatérské radiové vysilani a vyuka fyziky
(s. 200) — Cesdkovd, J., K¥iZovd, M.: Hrajme si i hlavou 2013 (s. 212)
— Mandikova, D., Paleckovd, J.: Vysledky ¢eskych zéki ve vyzkumu PISA
2012 — mirny optimismus (s. 369) — Kabrhel, P., Volf, I.: Ulohy z termiky
pro fyzikalni olympioniky 2 (s. 41) — Kollar, P., Kires, M.: Ako funguje
hard disk (s. 49) — Kroupovd, B., Vybiral, B.: Pfirodozpyt jako vyudovaci
predmét mezi lety 1869 a 1939 (s. 187) — Lepil, O., Ldtal, F.: Rezonance
v u¢ivu o st¥{davych proudech (s. 356) — Svoboda, E.: K u¢ebnici MECHA-
NIKA pro gymnézia (s. 109) — Stefl, V.: Astrofyzikalni termodynamika ve
viuce fyziky na stiednich skolach (s. 286) — Stefl, V.: Nejkrasnéjsi planeta
slune¢ni soustavy Saturn v tlohach (s. 27) — Svecovd, L., Mechlovd, E.:
Jak souvisi CO; s teplotou na Zemi (s. 295) — Svecovd, L., Mechlovd, E.:
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Nevratné procesy pro zéky zdkladnich skol (s. 124) — Vybiral, B.: Ceny
PRAMIUM BOHEMIE za zisk medaili v roce 2013 (s. 117) — Zdk, V.: Zajem
stfedoskolak o matematické ¢innosti ve vyuce fyziky (s. 275)

INFORMATIKA

Korinek, O.: Srovnani vyvojovych diagramu a pseudokédu ve vyuce algo-
ritmizace (S. 219) — Kucera, V.: Novinky v HTML5 a CSS3 (1. dil serialu)
(s. 140) — Ldtal, F., Michejdovd, M.: Elektronické hlasovaci zafizeni (s. 313)
— Lessner, D., Vanicek, J.: Bobtik u¢i informatiku (2. dil Prochézeni grafu)
(s. 147), Bobifik uéi informatiku (3. dil Algoritmické tlohy) (s. 302) —
Michalik, P., Benajtr, P.: Simulace elektrickych obvodd programem
Multisim a moznosti vyuziti jeho specidlnich funkci vhodnych pro vy-
uku (s. 69) — Rachinek, L.: Prostorové modelovani ve 8kole (s. 384) —
Rizicka, J.: Modelovani a vizualizace fyzikalnich poli v QuickFieldu (s. 225)
— Trdunicek, S.: Nasobik (s. 390) — Vobornik, P.: Téméf dokonald Sifra
(s. 54)

ZPRAVY

Richterek, L.: Celostatni kolo FO 2014 (s. 235) — Sodomka, L.: Nobelova
cena za fyziku mii{ do femtofyziky (s. 80) — Simsa, J.: 55. Mezinarodni
matematicka olympiada (s. 395) — Svrcek, J.: Ust¥edni kolo 63. ro¢niku MO
(s. 231) — Svréek, J.: 8. Stiedoevropskd matematickd olympiada (s. 396) —
Topfer, P.: Stfedoevropské olympidda v informatice — CEOI 2013 (s. 79)
— Topfer, P.: Ustiedni kolo 63. ro¢niku MO — kategorie P (s. 233)

Z HISTORIE

Jachim, F.: Jak bylo objeveno polonium a radium (s. 158)

LITERATURA

Jachim, F.: Fergusonovd, K.: Stephen Hawking, jeho Zivot a dilo (s. 239)
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