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V tomto c¢lanku podrobne popisujeme riesenia troch tloh, v ktorych
vystupuju iracionalne ¢isla. Pojem iracionélne ¢islo vznikol prevazne pre
potreby matematiky. Kedze nie je tak silne previazany s mimomatema-
tickou realitou, pokusili sme sa zozbierat a vhodne upravit niekolko tloh,
v rieSeni ktorych tieto ¢isla vystupuja a schopnost s nimi pracovat je nevy-
hnutné pre ich samotné riesenie. Tieto tlohy zaradzujeme k nadstavbovym
tloham, ktoré st vhodné predovsetkym na pracu s nadanymi ziakmi, alebo
v matematickych krazkoch. Urcite nepatria k zakladnym tlohadm sluzia-
cim na precvicenie vlastnosti iracionalnych ¢isel, ale ich vyuzite je mozne
aj na obohatenie Standardnej vyucby k téme Iracionélne ¢isla.

Pohlad do kurikula

V priebehu zakladnej skoly sa ziak postupne oboznamuje s oborom pri-
rodzenych a celych ¢isel. Pri obore raciondlnych ¢isel sa vytvara vizba
medzi pojmom zlomok a desatinné ¢islo. Taktiez v priebehu 8., resp. 9. ro¢-
nika zakladnej skoly vznika aj prva intuitivna predstava o iracionalom ¢isle
a to pri téme Pytagorova veta. K prehlbeniu tejto predstavy dochadza az
v 1. ro¢niku gymnadzia, kde uz je pojem iracionalneho ¢isla zadefinovany
korektne spolu s uréenim reprezentantov tohto ¢iselného oboru.

7 algebraickej stranky je obsahom preberanej latky usporiadanie, po-
rovnanie iraciondlnych éisel a zaokrtthlovanie iracionalnych ¢isel. Tiez by
sa mali v tomto obdobi precvicovat aj tilohy obsahujtice vyrazy s odmoc-
ninami, ale v novom Stédtnom vzdeldvacom programe pre gymnéazia (podla
[1]), s ndzvom ISCED 3A (vysSie sekundéarne vzdeldvanie), uz tato téma
uplne absentuje. V priebehu 1. ro¢nika gymnéazia sa pri dokazoch spomina
aj dokaz, Ze v/2 nie je racionalne &slo. Tento dokaz sa vyzaduje od Ziakov
na maturitnych skiskach z matematiky.

Prva geometrickd predstava o iraciondlnom ¢isle vznikd uz pocas za-
kladnej skoly pri téme Pytagorova veta. Pri narysovani pravouhlého troj-
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uholnika s odvesnami dlzky 1 je prepona dlzky v/2. Ziakom je predostreta
predstava, ze /2 je dlzka nejakej tsecky, ktora sa da narysovat, ale toto
¢islo nevieme presne vyjadrit.

Neskor, v prvom ro¢niku gymnazia, je obsahom preberanej latky tiloha:
,Najdite obraz ¢isla /5 na ¢iselnej osi.“ Pri jej rieseni sa aplikuja Pyta-
gorova veta a Euklidova veta o vyske.

Podla [2] nasledujtce tlohy mozu byt zaradnené do vyudovania v pr-
vom roéniku gymnézia na upevnenie a prehibenie geometrickej predstavy
o iracionalnom d¢isle.

e Znézornite na Ciselnej osi tse¢ky AB, BC, pricom body A, B, C su
obrazy realnych &isel. Bod A je obrazom reélneho ¢isla —3 — 21/5, bod

B je obrazom ¢isla 1 — 2v/3 a bod C je obrazom ¢isla 0,3 + V5.

e Zostrojte obdlznik ABCD, ak |AB| = /5, |BD| = /3.

V nasledujicej ¢asti ¢ldnku uvddzame niekolko tiloh podporujicich roz-
voj algebraickej a tiez geometrickej predstavy o iracionalnom c¢isle spolu
s popisom ich rieSeni.

Niekolko tiloh s vyuZitim iracionalnych é&isel

Prva tloha (vybrand z [3]) poukazuje na to, ako mozno pri nespravnom
poditani s kalkulackou ziskat chybny vysledok.

Priklad 1
Porovnajte ¢isla v/990++/86 a v/ 778+1+/165. Svoju odpoved zdovodnite.

Riesenie. Pokial si tieto €éisla vyjadrime pomocou kalkulacky (s pomerne
malym poctom desatinngch miest, t.j. do 10), pravdepodobne vyhldsime
obe sucty za rovnaké. Avsak s presnejSiou kalkulackou by sme sa dopraco-
vali k vysledku

V990 + /86 = 40,73788394060. . .,
V778 + V165 = 40,73788394062. ..

Mozeme vidiet, Ze tieto dve iracionélne ¢isla nie st rovnaké, pretoze sa
lisia ciframi na 11. desatinnom mieste. Obe ¢isla sa zhoduji na prvych
10 desatinnych miestach. Dalej ukazeme, Ze ¢islo v/990 + /86 je mensie
ako &islo /778 + \/ﬁ, t.j. Ze plati

V990 + /86 < V778 + V/165.
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Nerovnost umocnime na druhi
990 4+ 2 -v990 - 86 + 86 < 778 + 2778 - 165 + 165

a postupne upravujeme ekvivalentne tak, aby sme odstranili odmocniny

133 < 2- (V778 165 — /990 - 86)
133% < 4- (778165 — 2 - V778 - 165 - 990 - 86 + 990 - 86)
8- V778 -165-990 - 86 < 4 - (778 - 165 + 990 - 86) — 133>
64 - 778 - 165 - 990 - 86 < 836 3517
699 482 995200 < 699 482 995 201.

Tym je ddkaz ukonceny.

Ndmety na diskusiu:

e Podobne, porovnajte (¢o do velkosti) nasledujtce dve iraciondlne ¢isla
V944 + /236, /531 + v/531. !

e S vyuzitim tzv. surdickych vyrazov, ktorych blizsia charakteristika je
uvedend tiez v [4], je mozné riesit nasledujicu tlohu. Uréte, ktoré z da-

nych ¢isel je iracionélne: \/3 +2v2 — \/3 —2v/2 a V2 + V4.

Dalsia z vybranych tiloh (podla [6]) vyuZziva aplikdciu Pytagorovej vety
v praxi. Uéitel ju moze vyuzit jednak ako motivaént tlohu pri tematic-
kom celku Pytagorova veta, pripadne ako tilohu na precvicenie pocitania
s vyrazmi obsahujicimi odmocniny.

Priklad 2

V roku 1966 dvaja vynélezci J. Sarikov a V. Zdanovi¢ vymysleli spdsob,
ako meraf hibku dna v tisekoch rieky, ktora je pre ¢loveka nedostupna. Do
vody sa hodi kotva, ku ktorej sti na dvoch lanach réznej dizky (ozna¢me
a lg) priviazané dve béje. Kotva s béjami sa vyhodi z lietadla na miesto
rieky, kde je potrebné odmeraft jej hibku. v momente, ked obe béje vypla-
vaju na hladinu sa z lietadla urobia fotografické zabery na rieku. Odmera-
nim vzdialenosti medzi bdjami z fotografii sa ziska vzdialenost medzi nimi

1Ron Graham zostavil dve iracionalne ¢&isla (ozna¢me a, b), ktorych desatinny rozvoj
sa zhoduje az na 40 desatinnych miest (pozri [5]). Kazdé z tychto iracionalnych &isel
tvori sucet deviatich ¢isel pod odmocninou:

a = /1000001 + /1000025 + /1000031 + /1000084 + /1000087 + /1000134 +
+ /1000158 + /1000182 + /1000198,

b = /1000002 + /1000018 + /1000042 + /1000066 + /1000113 + /1000116 +
+ /1000169 + /1000175 + +/1000199.
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(ozna¢me a) a z toho sa uz da vypocitat hibka rieky (ozna¢me h) v danom
mieste. Pokuste sa odvodif vzorec pre vypoéet hibky dna rieky.

Riesenie. Situiciu modZzeme zakreslit ako na obrazku 1.
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Obr. 1 Naért situacie pri merani hibky dna pomocou kotvy s béjami

Vzdialenost bodov R a B; ozna¢me ako x. VSimnite si, Ze na obrazku
st dva pravouhlé trojuholniky: trojuholnik K Bs R a trojuholnik K B R.
Pomocou Pytagorovej vety vypocitame hibku rieky h. Ttto vetu pouzijeme
na vypocet hibky h v trojuholniku KBsR a tiez v trojuholniku K B;R.
Dostaneme nasledujice dva vzorce

h = \/Zg—(x—i—a)Z: \/lg—(x2+2xa+a2),

a dosadime do prvého vztahu. Dostaneme

h= \/zg— (12 = 2+ 20018 2 4 a2).
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Pomocou ekvivalentnjch tprav vyjadrime vztah pre vipoéet hibky rieky h.

h? =13 — (12 — h? + 2a4/13 — h2 + a?),

t.j. po Upravach mame

1
h= s o/4a2 — (-1 - a?)?

Ndmety na diskusiu:
e Vynalezcovia viak povodne na vypocet hibky rieky vyuzili tzv. Herénov
vzorec

a+b+e

Par=+/s(s—a)(s—b)(s—c), kdes= 5

Pokuste sa vyjadrit hibku rieky h s vyuzitim prave tohto Herénovho
vzorca.

Iracionalne éisla v tlohach Sangaku

V rokoch 1603—-1868 doslo k tiplnej izolacii japonskych ostrovov od oko-
litého sveta. V tom cCase bolo v Japonsku publikovanych mnoho matema-
tickych spisov zapisanych na $pecidlnych drevenych doskdch (SANGAKU).
Tieto boli umiestnené na stenach blizko chramoch ako obetné dary vset-
kych ¢lenov socialnych tried. Na tychto nastenkach bol nakresleny obrazok,
ktory sluzil k implicitnému popisu planimetrickej tlohy s textom: ,,Pozri
sa, ak vie§, dokaz tol“ (vid. [8])

Tieto tlohy sa lisia od tradi¢nych eurépskych geometrickych tloh, pre-
toze v nich ide spravidla o vySetrovanie zaujimavych metrickych vztahov
v planimetrii, ktoré nie s bezne zname z nasich ucebnic (pozri [7, 8, 9]).

RieSenim jednej z tloh SANGAKU (podla [7, 9, 10, 11]) sme sa inSpi-
rovali a pokusili sme sa k tomuto rieseniu sformulovat problém z mimo-
matematického prostredia.

Priklad 3
Firma na vyrobu tlaciarenskych strojov potrebuje vyrobit ststavu troch

.....

.....

sa ich dotykal. Aky polomer musi mat najmensi valec?
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Obr. 2 Schématicky nacrt zadanej ulohy

Riesenie. Najskor je potrebné vypocitat vzdialenost x obrazu stredov dvoch

T

Obr. 3 Naért postupu vypocétu vzdialenosti x

Tato vzdialenost vypoditame pomocou Pytagorovej vety
2 =(R+7r)*—(R-1)°
Odtial 2 = 4Rr, t.j. * = 2/ Rr.

334 Matematika — fyzika — informatika 23 2014



Ak spojime stredy vSetkych troch kruznic, dostaneme trojuholnik (pozri
obr. 4), ktorého strany maji dizky R +p, r+pa R +r.

R+r

R+p rtop

xy T2

T =21+ 22

Obr. 4 N&crt postupu vypoctu vzdialenosti z1 a 2

Dizky odvesien tohto trojuholnika je mozné dopoéitat z nacrtu. Dizky
1 a xo vyjadrime pomocou Pytagorovej vety
ai=(R+p)?—(R-p)?  ai=4Rp,  x1=2y/Rp.
Podobne
To = 24/Tp.

Podla obr. 3 vieme, Ze plati x1 + x2 = x, ize

2v/Rp+2,/rp=2VRr. (1)
Odtial dostavame hladant dlzku najmensej kruznice

Rr
P= =5
(VR + /)2
Po zvoleni konkrétnych hodnét polomerov kruznic napr. R = 30 cm a
r = 10 cm a po vyslednom zaokrihleni dostavame, Ze najmensi valec mé
polomer 0,4 cm.

Namety na diskusiu:
e Popremyslajte, ako moze zaokrihlovanie iracionalnych ¢isel v priebehu
vypoétu ovplyvnit presnost vysledku.
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V pripade, ak k zaokrithleniu iracionalnych ¢isel dojde na zaciatku riese-
nia tlohy, tak mozeme ocakavat skreslenie celého vysledku nakumulovanim
chyby. Pri tlohach z praxe, ktorych rieSenie vyzaduje velkd presnost, je
toto pociatoéné zaorkruhlenie velmi nezelané. Aj na tejto ulohe je mozné
poukézat na tento fakt.

e Najdite polomery vSetkych troch kruznic na obrazku tak, aby to boli
racionélne disla.

K vyrieSeniu staé¢i rovnost (1) upravit do tvaru

11
VP VR VT
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