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Problematika feSeni funkcionalnich rovnic, nerovnic a jejich soustav je
trvale vyhledavanou oblasti nadstandarni ¢asti skolské matematiky zejména
pro matematické soutéze. Svéd¢i o tom napf. pouziti dvou tloh uvede-
ného typu v aktualnim (8.) roéniku Stfedoevropské MO (MEMO), ktera
se uskutecnila v zafi 2014 v Drazdanech (viz piiklad 6 naseho ¢lanku).

V tomto pfispévku se zaméiime na feseni funkcionalnich nerovnic a je-
jich soustav. Uvedeme zde zakladni metody a postupy feseni tiloh uvede-
ného typu. Podobné jako v [1] zde budou prezentovany zakladni metody
jejich Feseni na konkrétnich tlohach. Jsou jimi, podobné jako v [1], pfede-
vsim metoda specifikace proménnych a metoda symetrie. V pripadé reseni
funkcionalnich nerovnic a jejich soustav zde navic pristupuje i potiebna
znalost elementarnich metod feseni algebraickych nerovnic.

I v tomto prispévku predpokladame u Ctenare pouze zakladni znalosti
z oblasti teorie funkei{ v redlném oboru (v rozsahu ucebnic pro stfedni
skoly). P¥ipomindme déle, Ze symbolem R budeme v celém ¢lanku znadit
mnozinu vSech realnych ¢isel a napf. symbolem (0; +00) budeme oznacovat
neomezeny interval obsahujici vSechna kladné realna cisla.

Priklad 1

Urcete vSechny funkce f: R — R takové, ze pro vSechna realna cisla x,
y plati

f@)+ fly) > f(2)f(y) + 1.
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Reseni. Necht z je libovolné redlné &islo, polozme y = . Dostaneme tak
nerovnost 2f(x) > f%(x) + 1, kterou upravime na tvar

(f(z) =1)* <.

Odtud je patrné, ze pokud existuje feseni dané funkcionalni nerovnice, pak
pro vSechna redlna ¢isla x plati f(x) = 1.

v/

Zavér. Zkouskou (kterd je nutnou soucasti feseni) snadno ovéfime, Ze tato
konstantni funkce je opravdu fesenim dané funkcionalni nerovnosti.

Priklad 2

Urcete vsechny funkce f: R — R takové, Ze pro vSechna realna ¢isla x, y
plati

zf(y) +yf(x) = f(2)f(y) + =y

Resent. Stejné jako v predeslém piikladu dostaneme volbou y = z pro li-
bovolné realné ¢islo x nerovnici 2z f (x) > f?(x)+a2, kterou déle upravime
na tvar

(f(x) —2)* <0.

Odtud vidime, Ze nutné plati f(x) = z pro vSechna redlna ¢isla x. Prove-
denim zkousky opét ovérime, ze nalezend funkce je opravdu feSenim dané
funkcionalni nerovnice.

Jiné reseni. Polozme nyni x = y = 0. Dostaneme tak f2(0) < 0 a odtud
f(0) = 0. Déale pfedpokladejme, Ze pro redlna ¢éisla x,y plati zy > 0.
Délenim obou stran této nerovnice kladnym c¢islem zy tak dostaneme

coz je pro neznamou funkci g(x) = f(x)/x stejnd nerovnice jako v pii-
kladu 1. Pro v8echna z,y € R, zy > 0 tedy plati

g9(x) + g(y) > g(x)g(y) + 1.
Analogicky jako v piikladu 1 dostaneme g(z) = 1, a tudiz f(z) = =z.

Nalezeny vysledek musime (s ohledem na pouzity zptisob feseni) podrobit
zkousce.
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Pozndmka. Zptusobem podobnym prvnimu feSeni bychom mohli také fesit
funkcionalni nerovnici

zf(x) +yf(y) > xyf(x)f(y) + 1.

Priklad 3
Urcete vSechny funkce f: R — R takové, Ze pro vSechna x,y € R plati

2f (%) + 2f(y) > f(z)f(xy) + 4.
Reseni. Polozime-li v dané nerovnici z = y = 0, dostaneme po tipravé
0> (£(0) —2)*

tedy f(0) = 2.
Dale polozime y = 0. Pro vSechna realnd ¢isla = tedy plati

2f(2?) +2£(0) > f(2)f(0) +4,

odtud z podminky f(0) = 2 plyne f(x?) > f(z). Volbou z = 0 dale
zjistime, Ze pro vSechna redlné ¢isla y plati

2£(0) +2f(y) > f(0) + 4.

Z podminky f(0) = 2 pak dostaneme f(y) > 2. Pro vSechna realn4 ¢isla x
tedy plati

fa®) =22 f(z) —220. (1)
Koneéné volbou & = y v dané nerovnici dostaneme po fipravé
(f(z) = 2)(f(2*) - 2) <0.
Ustim (1) déle dostaneme
(f(z) = 2)* < (f(x) = 2)(f(=*) —2) 0.

Odtud f(z) = 2 pro v8echna realna ¢isla z. Zkouskou snadno ovéfime, Ze
nalezend funkce je feSenim dané funkciondlni nerovnice.
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Priklad 4

Najdéte vSechny funkce f,g: R — R takové, Ze pro vSechna realné ¢isla
x plati

1+ f(z) < 29(x),
1+ g*(z) < 2f(x).

Resent. Se¢tenim obou danjch nerovnic méme
L+ f2(2) + 1+ g%(x) < 2f(x) + 29(2).
Odtud po tpravé ziskdme nerovnici
(1= f(@)” + (1 —g(2)* <0,

tedy pro vSechna realnd ¢isla x nutné plati

Zkouskou se snadno presvédéime, Ze tyto funkce vyhovuji dané soustavé
funkcionélnich nerovnic.

Piiklad 5 (Vietnamskd MO, 1991)

Najdéte vSechny funkce f: R — R takové, ze pro vSechna realna cisla
x, Yy, z plati

DO =

flzy) + f(xz) — 2f(2) f(yz) >

Reseni. Polozme nejprve x = y = z = 0 a dostaneme tak

DN =

2£(0) - 2£%(0) >

Tuto nerovnost upravime na tvar (f(0) — 3)? < 0. Odtud bezprostredné
plyne

1

f(0) = 3

Podobné volbou x = y = z = 1 dostaneme
1

=3
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Nyni polozme y = z = 1. Pro vSechna redlné ¢isla x tedy plati

F(@) + f() -~ 20@) (1) 2 5,
tedy
f)> 5 )
Naopak volbou y = z = 0 dostaneme pro libovolné realné &islo
2£(0) - 27(@)f(0) > 5.
Odtud 1
J@) <5 3)

Spojenim (2) a (3) zjistime, Ze pro vSechna redlnd ¢isla x plati f(z) =
Zkous$kou nasledné ovérime, Ze nalezena funkce vyhovuje dané funkcionalni
nerovnici.

1
2"
ni

Piiklad 6 (8. MEMO, 2014)

Najdéte vSechny funkce f: R — R takové, Ze pro vSechna realna ¢isla
z a y plati

e f(zy) +ayf(z) > f(=°)f(y) + 2y

Regend. Volbou x = y = 1 v zadani po tpravé dostaneme 0 > (f(1) — )
proto nutné f(1) = 1. Polozime-li y = 1, dostaneme 2z f(x) > f(x?) +
coZ upravime na tvar

2¢(f(x) — x) > f(2?) —2® (4)

pro vSechna realné ¢isla x. Volbou y = x dostaneme po tGpravé pro vsechna
realnd ¢isla x nerovnici

0> (f(2?) — 2°)(f(2) — ). (5)

Pokud pro uréité kladné redlné ¢islo z plati f(z2) — 22 > 0, pak z (4)
plyne f(z) —x > 0. Je tudiz (f(z?) — 22)(f(z) — x) > 0, coz je ve sporu
s (5), tedy pro viechna kladna realna ¢isla x plati f(2?) < 2. Kazdé kladné
realné cislo Ize napsat jako druhou mocninu kladného redlného cisla, tedy
7 této nerovnosti plyne f(z) < x pro vSechna kladn4 redlna ¢isla z. Pokud
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navic pro nékteré kladné redlné ¢islo x plati f(z) — < 0, potom z (4)
dostaneme f(z?) —2? < 0, tedy (f(2?) —2?)(f(x) —x) > 0, coz je opét ve
sporu s (5). Proto pro vSechna kladna realna ¢isla « plati

f(z) == (6)

Volbou = y = 0 dostaneme 0 > f2(0), tj. f(0) = 0, tedy vztah (6) je
splnén pro vSechna nezapornd realna cisla x.
Déle pfedpokladejme, ze © < 0, y < 0. Pak podle zadéani plati

22y +zyf(z) > 22 f(y) + 2%y.

Odtud po tipravé (z%y < 0) obdrzime

fa) _ f)
z Y
Tato nerovnost plati pro libovolna zaporna realna cisla x a y. Zaménou x
a y potom dostaneme
fy) _ f(x)

y T
7Z poslednich dvou nerovnosti bezprostiedné plyne

10 _ fa)

y xT

V této rovnici polozme y = —1 a oznaéme —f(—1) = k € R. Pro v8echna
zdpornd redlnd ¢isla x tedy plati f(x) = kx, kde k je nékteré reilné ¢islo.
Pokud mé zadana funkcionalni nerovnost feSeni, potom jim je pro néjaké
realné ¢islo k funkce

f(a?)z{ xr proz >0,

kx prozxz <O0.
Nyni provedeme zkousku, ozna¢me
L=af(zy) +ayf(x),  P=fa*)f(y) +a°y.
a) Necht x = 0 nebo y = 0, v obou pfipadech L = P = 0, tedy nalezena

funkce vyhovuje zadani.
b) Pro z > 0ay > 0 plati P = 222y, L = 222y, opét tedy L > P.
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¢) Necht nyni x > 0, y < 0. Potom L = kaz?y + 2%y a P = ka?y + 2%y,
tedy L > P pro libovolné realné ¢islo k.

d) Necht 2 < 0, y > 0. Potom L = 2ka?y a P = 222y, tedy L > P, pravé
kdyz k > 1.

e) Necht r < 0, y < 0. Potom L = 22y + kz?y a P = ka’y + 2%y, tedy
nerovnost L > P plati pro libovolné realné ¢islo k.

Zavér. Zkouskou jsme tak oveérili, Ze pro kazdé realné ¢islo k > 1 je funkce

f(a:)z{ xz proz >0,

kx proz <0,
feSenim dané funkciondlni nerovnice.

Priklad 7
Necht funkce f: (0;1) — R pro libovolna rizné redlna éisla z,y € (0;1)
vyhovuje podminkadm

o) =rm=0 a () <@+ 1),

a) Dokazte, ze f(z) > 0 pro libovolné x € (0;1).

b) Dokazte, ze pro nekoneéné mnoho x € (0;1) plati f(z) = 0.

¢) Najdéte piiklad takové funkce, kterd nabyva pro néktera xz € (0;1)
nenulové hodnoty.

Resent.

a) Diikaz provedeme sporem. Pfedpokladejme, Ze existuje ¢islo a € (0;1)
pro které f(a) < 0. Vzhledem k podmince f(0) = f(1) = 0 musi byt
a € (0;1). Polozme nejprve x = 0, y = .. Dostaneme tak

7F(5) < £0) + fla) = f(@).
Volbou z =0, y = %a déle dostaneme

1(5) a0 (3) -1 (3)

naopak volbou z = %a, y = a dostaneme
3 Q@
— < — <
7(30) < £(5) + f(@) < 2f().
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A nyn{ koneéné volbou = = 1, y = 3 dostaneme

1(5) =13+ 1Ce) 2 (3) v
Odtud upravou dostaneme 0 < f(«), coz je spor s predpokladem

f(a) < 0. Proto plati f(x) > 0 pro v8echna z € (0;1).

b) Uzitim principu matematické indukce snadno ukdZeme, Ze pro libo-
volné celé nezaporné ¢islo n a libovolné k € {0,1,2,...,2"} plati

((#)-

c¢) Funkcionalni rovnici vyhovuje napf. funkce f(x), kterd pro x € (0;1)
tvaru x = k/2", kde k, n jsou celd nezédporné ¢isla, nabyva hodnotu 0.
Pro zbyvajici hodnoty x je rovna 1.

Neresené priklady
Na zavér uvadime dvojici nefeSenych tloh, které jsou uréeny zajemctm
o uvedenou problematiku.

Priklad 8
Najdéte vSechny funkce f: (1;400) — (1;4+00) takové, ze pro viechna
redlnd c¢isla © € (1;400) soudasné plati

f@) <2+1)  a afe+1) =) -1
[Jedinym FeSenim je funkce f(x) =z + 1/]

Priklad 9

Nechf funkce f: N — N pro vSechna pfirozend ¢isla n vyhovuje nerov-
nosti f(n+1) > f(f(n)). Dokazte, Ze pro vSechna pfirozend ¢isla n plati

f(n)=n.
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