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Clanek volné navazuje na staté [3], [5] a [6], které v minulych roénicich
tohoto Casopisu predstavily nékteré ¢asti sbirky aplikacnich tloh z mate-
matiky, jez vznikla na Katedfe didaktiky matematiky MFF UK v Praze
a v soucasné dobé je v nakladatelstvi Prometheus piipravovana pro tisk.!

Autofi samozifejmé nezpochybriuji, Ze matematika jako vyucovaci pred-
mét by méla predevsim rozvijet logické mysleni. Vétsinu studentt je vSak
nutné ke studiu této discipliny vyrazné motivovat a pomoci jim zbavit
se nejruznéjSich predsudka a obav. A pravé to je hlavnim cilem Sbirky
aplikacnich uloh ze stredoskolské matematiky, kterd se snazi ukazat, ze
matematika je uzitenym a nepostradatelnym nastrojem pro feSeni sku-
teénych problému z redlného svéta. Sbirka je urcena predevsim studenttim
a ucitelim strednich skol, ale také vSem zdjemctim o feSeni 1iloh z praxe.

Sbirka zacina kapitolou vénovanou zdkladnim matematickym poznat-
kim s darazem na finanéni matematiku, procenta a poméry, néasledujici
kapitola je zamérena na tlohy vedouci na rovnice, nerovnice a jejich sou-
stavy a ulohy souvisejici s funkcemi a posloupnostmi. Treti kapitola obsa-
huje tlohy geometrické tykajici se planimetrie, stereometrie a trigonomet-
rie. Sbirku pak uzavira kapitola vénovana pravdépodobnosti; n€kolik tloh
z této Casti bych rada predstavila v tomto ¢lanku.

Ulohy vénované pravdépodobnosti

Podstatna ¢ast studentd povazuje pravdépodobnost za nejméné zaji-
mavou, uzite¢nou a pochopitelnou partii matematiky, ktera fesi problémy
vzdalené od realného Zivota. P¥itom je tomu pravé naopak — s pravdépo-
dobnosti se kazdy z nas setkava témér neustéle, at uz hovorime o pocasi,
dopravnich nehodéach, nemocich, priuzkumech verejného minéni, finanénich

1 Autory sbirky jsou J. Hromadové, M. Hyksova, O. Odvarko, P. Pavlikové, J. Robova
a A. Slavik.
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trzich, detekci spamu, hazardnich hrach, vadach materialt, slozeni hornin,
o rostlinach, tkanich ¢i samotnych lidskych bytostech aj. Teorie pravdé-
podobnosti si tedy zaslouzi, aby ji byla vénovana vétsi pozornost a aby
byl co nejvice vyuzit jeji potencidl pro motivaci vyuky matematiky i pro
vSeobecnou finan¢ni gramotnost. Mladi lidé by si ze Skoly méli odnést
alespon zakladni ,,pravdépodobnostni“ uvazovani, aby nepodlehli hracské
vasni tam, kde by stejné nemohli vyhrat, a aby si uméli vytvofit spravnou
predstavu o udajich, jimiz je budou zahrnovat politici, firmy provadéjici
pruzkumy vetfejného minéni, lékaii, farmaceutické firmy, biologové ¢i pro-
vozovatelé heren, kasin a loterii.?

1. Hazardni hry

Prvni ¢ast kapitoly vénované pravdépodobnosti se zabyva hazardnimi
hrami a kurzovymi sdzkami. Na jednoduché tloze tykajici se loterie je
nejprve objasnén pojem stiedni ¢i ocekdvané hodnoty urcité veli¢iny, napf.
vyhry ¢i zisku. Potom jsou zkoumény riizné hazardni hry (hraci automaty,
keno, ruleta a rtizné hry s kostkami) a vzdy je ukdzéano, Ze stfedni hodnota
zisku hrace je zdporna — to znamena, ze jediny, kdo na hie z dlouhodobého
hlediska mtize vydélat, je provozovatel herny ¢i kasina.

Tyto tvahy jsou zaroven pfirozenou motivaci pro pfipomenuti skutec-
nosti, ze zisk majitelim vyhernich zafizeni zarucuje zakon velkych cisel,
ktery lze zjednodusené zformulovat takto: Opakuje-li se dany ndhodny po-
kus dostatecné mnohokrat, pak se relativni ¢etnost vyskytu urcitého jevu
blizi jeho teoretické pravdépodobnosti s libovolnou presnosti. Budeme-li
tedy naptiklad dostatec¢né dlouho hézet nevychylenou minci, padne panna
ptiblizné v poloviné pfipadi. Bude-li v néjaké hie pravdépodobnost vyhry
v jedné partii mensi nez 1/2 a hra¢ u hry vytrva dostateéné dlouho, pak
prodéla a kasino se obohati. Jediné, co si tedy kasino musi zajistit, je to,
aby Sance v kazdé jednotlivé hie byly lehce vychylené v jeho prospéch. Ne
prilis§ mnoho, aby podminky hrace neodradily, ale dostate¢né na to, aby
podnik slusné vydélaval.

V této souvislosti ve sbirce rovnéz upozornujeme, ze mnoho hrac¢t ma
o zakonu velkych ¢isel ponékud zkreslenou predstavu a domniva se, Ze

2Zajimavé motivaéni piiklady lze nalézt v fadé publikaci. V &eském jazyce jsou do-
stupné naptiklad knihy [1], [4] a [7] autort J. Andéla, E. a M. Kaplanovych a J. S. Rosen-
thala; z cizojazy¢nych knih uvedme alespon knihu [2] G. Gigerenzera. V nasi sbirce jsme
se snazili pfedevsim o to, abychom ucitelim poskytli materidl bezprostfedné pouzitelny
ve vyuce. Ulohy jsou fazeny tak, aby studenty postupné seznamovaly se zakladnimi po-
jmy a jejich vlastnostmi a zaroven ukézaly jejich praktické vyuziti.
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padne-li napfiklad desetkrat po sobé Cervend, musi dfive nebo pozdéji
padnout Castéji Cernd, protoze zakon velkych Cisel vyzaduje, aby obé barvy
padaly stejné Casto. Kulicka v ruleté se vSak nediva zpét, nevi, kolikrat za
sebou pristala na ¢erném ¢i na ¢erveném policku, a Sance na vyhru je stéle
stejnd. Cetnosti obou barev se obvykle vyrovnaji az v mnohem delsim
¢asovém obdobi.

Pro ilustraci zde uvedme jednu feSenou tlohu z této ¢asti.

Ruleta

Zakladem rulety® je otacivé zafizeni tvofené dvéma soustiednymi koly,
z nichz vétsi je nehybné a mensi se otaci. Vnitini kolo je rozdéleno do
37 policek ocislovanych od 0 do 36; policko s cislem 0 je zelené, ostatni
jsou st¥idavé ervend a erna.* Pii hie posila krupiér kulicku po vnéj$im
kole proti sméru otaceni vnitiniho kola. Kulicka postupné zpomaluje, az
spadne do vnitiniho kola a usadi se na jednom z policek.

Sazka Vyplatni
pomér
Cerna cisla 1:1
Cerven4 ¢isla 1:1
Mal4 ¢isla (1-18) 1:1
Sousedni sloupce 1:2
Prvni sloupec 2:1
Sousedni tucty 1:2
Prvni tucet (1-12) 2:1
Sest ¢isel (sousedni fadky) 5:1
Ctyti ¢isla (tvorici ¢tverec) 8:1
Tii ¢isla (Fadek) 11:1
Dvé sousedni ¢isla 17:1
Jedno ¢islo 35:1

3Ruleta pochézi z Francie (ndzev roulette znamena doslova malé kolo) a v dnesni
podobé se hraje pfinejmensim od roku 1796.

4 Americkd ruleta obsahuje navic jesté jedno zelené policko oznadené jako 00; ve
vétsiné evropskych kasin se vsak pouziva tzv. francouzské kolo, které je popsané v textu.
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Umistovanim Zetont na herni plan hrac¢ sazi na to, kde kulicka ztistane
lezet po pfistim roztoceni. Vsadi-li napiiklad S K¢ na cervenou barvu,
pak v ptipadé, ze kulicka skonéi na cerveném policku, ziskd zpét svou
sdzku a k tomu navic dalsich S K¢ (v tomto pifipadé se fikd, Zze sazka
je vyplacena v poméru 1 : 1), zlstane-li vSak kulicka na ¢erném nebo
zeleném policku, hra¢ o svou sazku prijde. Nékteré dalsi moznosti sazek
jsou uvedeny v nasledujici tabulce. Je-li udan pomeér « : b, pak v pfipadé
vyhry hrac¢ dostane ke vsazené ¢astce navic jeji (a/b)néasobek.

Priiklad: Ruleta — zaruceny vydélek pro kasina

V kasinu je provozovana ruleta popsana vyse.

a) Jaka je pravdépodobnost vyhry pfi sdzce na ¢ervenou barvu? Jaky
bude nas ocekavany zisk, vsadime-li 10 K¢ na éervenou barvu?

b) Jaka je pravdépodobnost vyhry pfi sdzce na druhy a tfeti sloupec?
Jaky bude nas ocekavany zisk, vsadime-li 10 K¢ na druhy a tfeti sloupec?
Resent

a) Na kole rulety je celkem 37 policek, z toho 18 je Cervenych. Pravdé-
podobnost vyhry je proto 18/37 = 0,486.

Vsadime-li 10 K¢ na cervenou barvu, pak v pruméru v 18 z 37 pii-
padi vyhrajeme 10 K¢ a ve zbyvajicich 19 pripadech o 10 K¢ pfijdeme.
Ocekavany zisk je proto

18 19 10
10— —10- = | Ké= —— K& = —0,270 K&.
( 37 37) €T T e ’ ¢

b) Druhy a tfeti sloupec obsahuji dohromady 24 z celkového poétu 37
Cisel. Pravdépodobnost vyhry je proto 24/37 = 0,649.

Vsadime-li 10 K¢ na druhy a tfeti sloupec, pak v primeéru ve 24 pii-
padech vyhrajeme 5 K¢ a v ostatnich 13 pfipadech prijdeme o 10 Ké.
Ocekéavany zisk je proto

24 13 .10 . .
(5.37_10.37> Ké = 37Kc_ 0,270 K¢.

Nékteri hraci samoziejmé mohou mit $tésti a odejit s velkou vyhrou.
Vypocitané hodnoty vsak napovidaji, ze v delsim ¢asovém horizontu hraci
vice penéz prohraji nez vyhraji, a jediny, kdo mé zaruceny trvaly zisk, je
provozovatel kasina ¢i herny.
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2. Kurzové sazky

Dalsi skupina tiloh sbirky se zabyva kurzovymi sazkami. Ctenafi se zde
kromé jiného mohou seznamit s pojmem ndvratnosti sdzky (kterd je pro
sdzejictho vzdy mensi nez 100 %), pochopit souvislost mezi vypsanymi
kurzy a odhady pravdépodobnosti danych udalosti a uvédomit si, kdo na
téchto hrach mtze dlouhodobé vydélat.

3. Podminéné pravdépodobnosti

Ulohy v nésledujici ¢asti jsou vénovany podminénym pravdépodobnos-
tem. Na jednotlivych prikladech nejprve pripomindme pojem podminéné
pravdépodobnosti P(A|B) a ilustrujeme rozdil mezi podminénou a nepod-
minénou pravdépodobnosti a také mezi podminénymi pravdépodobnostmi
P(AIB) a P(B|A).°

V nésledujicich ukazkach je hledana pravdépodobnost odhadovéana po-
moci relativnich ¢etnosti.

Priiklad: Falesné pozitivni testy

Pred nastupem do nového zaméstnani musel David podstoupit pre-
ventivni prohlidku, jejiz soucasti byl test na HIV. Podle udaji vyrobce
test odhali pfitomnost viru u nemocné osoby s pravdépodobnosti 99,90 %
a s pravdépodobnosti 99,99 % d4 negativni vysledek u osoby zdravé. Po
vyhodnoceni 1ékar Davidovi sdélil, ze mu test vysel pozitivni a Zze musi
znovu na odbér krve, aby se vysledek ovéril.

Predpokladejme, ze v Ceské republice je virem HIV infikovano piiblizné
0,01 % obyvatel.

a) David se z hlediska rizika ndkazy virem HIV povaZuje za priumérného
Cecha. Jaka je po vysledku prvniho testu pravdépodobnost, Ze ma skutecné
HIV?

b) Pfedstavme si, ze David Zije od détstvi spofddanym Zivotem v malé
vesnici na Vysociné, kde je podle statistik ¢tyrikrat nizsi vyskyt HIV nez
v celé Ceské republice. Jaka je nyni pravdépodobnost, ze mé skuteéné
HIV?

5Posledni zminény rozdil je dobfe patrny jiz z nasledujiciho jednoduchého piikladu.
Uvazujme nahodné vybranou osobu, ktera zila v USA pred rokem 2013. Zfejmé plati:
P(X byl muz | X byl prezident USA) # P(X byl prezident USA | X byl muz), nebot
v USA byli v8ichni dosavadni prezidenti muzi, zdaleka ne kazdy muz se vSak stal pre-
zidentem.
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¢) Nyni si pfedstavme, Ze David v minulosti injekéné uzival drogy. Na
internetu najde statistiky, podle nichz je mezi injekénimi uzivateli drog 1 %
HIV pozitivnich. Jaka je v tomto pfipadé pravdépodobnost, ze je skutec¢né
infikovan virem HIV?
Resent

a) Pravdépodobnost, ze bude mit David pozitivni test, je-li zdrév, je
velmi nizka: P(pozitivni test | zdravy) = 0,01 %. Jakmile v8ak test pozi-
tivni vyjde, pak pravdépodobnost P(nemocny | pozitivni test), Ze je sku-
te¢né infikovan, neni tak vysoka, jak by se mozna na prvni pohled mohlo
zdat. Uvazujme napiiklad 10000 Cechfi; podle zadani mezi nimi bude
v pruméru jeden infikovany, jemuz vyjde témér jisté pozitivni vysledek,
a 9999 zdravych, z nichz pfiblizné jednomu vyjde test ,falesné pozitivni®
(v tlohach tohoto typu budeme vzdy zaokrouhlovat na celé pocty osob):

10000 lidi

0,01 % 99,99 %
infikovani HIV: zdravi:
1 9999
0,1 % 99,9 % 0,01 % 99,99 %
negativni: pozitivni: pozitivni: negativni:
0 1 1 9998

Pozitivni vysledek tedy vyjde praimérné dvéma osobam, jedné zdravé
a jedné infikované. Pravdépodobnost, Ze je David nakazeny, vySel-li mu
pozitivni test, je proto pfiblizné rovna 1/2; tj. 50 %.

Podobné mizeme postupovat i v ¢astech b) a ¢). Ve sbirce jsou uvedeny
vsechny obrazky, v tomto ¢lanku si vSak dovolim ponechat jejich vytvoreni
¢tenafum a jen strucné popsat vysledky.

b) Je-li viskyt HIV v dané populaci étyfikrat nizsi nez v celé Ceské re-
publice, pak bude infikovan pfiblizné jeden ¢lovék ze 40 000. Misto 10 000
osob, uvazovanych v piedchozi ¢asti tlohy, si tedy predstavme 40 000 oby-
vatel Vyso€iny. V priaméru mezi nimi bude jeden infikovany, jemuz opét
vyjde témeér jisté€ pozitivni vysledek, a 39999 zdravych. Pfitom piiblizné
¢tyfem zdravym osobam, tj. 0,01 % ze 39999, vyjde falesné pozitivni test.
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Pozitivni test tedy vychazi v primeéru péti osobam, z nichz ¢tyfi jsou
zdravé a jen jedna infikovana. Pravdépodobnost, ze je David skutecné in-
fikovany, je proto piiblizné rovna 1/5, tj. 20 %.

c¢) Je-li vyskyt HIV v dané populaci roven 1 %, pak bude infikovdn
priblizné jeden ¢lovék ze 100. Aby nam vychézely celociselné pocty osob,
uvazujme radéji vétsi skupinu, napiiklad 1000000 osob. V praméru mezi
nimi bude 10000 infikovanych, z nichz 10 bude mit faleSné negativni test,
a 990 000 zdravych, z nichz pfiblizné 99 bude mit test falesné pozitivni. Po-
zitivni test tedy vychazi v primeéru 10 089 osobam, z nichz 99 je zdravych
a 9990 je infikovanych. Pravdépodobnost, Ze je David skute¢né infikovany,
je nyni pfiblizné 9990/10 089 = 0,9902, tj. 99,02 %.

Poznamka. PovSimnéte si, ze hledana pravdépodobnost zavisi nejen na
kvalité testu, ale do velké miry také na vyskytu dané nemoci. Je-li nemoc
vzacna, pak je pravdépodobnost falesné pozitivniho vysledku pomérné vy-
soka. S narustajicim vyskytem vsak tato pravdépodobnost rychle klesa.

Priklad: Mamografické vySetfeni

Pravdépodobnost, Ze m4 Zena rakovinu prsu, je 0,8 %. Pokud ji m4, pak
pravdépodobnost, Ze mamogram bude pozitivni, je 90 %. Pokud ji nem4,
pak pravdépodobnost, Ze mamogram bude i tak pozitivni, je 7 %.

a) Predstavte si Zenu, jejiz mamogram je pozitivni. Jaké je pravdépo-
dobnost, ze mé skutecné rakovinu prsu?

b) Predstavte si Zenu, jejiz mamogram je negativni. Jaké je pravdépo-
dobnost, Ze rakovinu prsu nema?

1000 Zen
0,8 % 99,2 %
rakovina prsu: zdravé:
8 992
10 % 90 % 7% 93 %
negativni: pozitivni: pozitivni: negativni:
1 7 69 923
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Resent

a) Uvazujme napiiklad skupinu 1 000 Zen. V priméru osm z nich mé
rakovinu prsu a priblizné sedm z téchto osmi Zen bude mit pozitivni ma-
mogram. Z ostatnich 992 zen, které rakovinu nemaji, jich bude mit zhruba
69 rovnéz pozitivni mamogram. Celkem tedy vyjde pozitivni vysledek pfti-
blizné 76 zendm, z nichz jen 7 ma rakovinu, viz obr. na str. 177. Hledana
pravdépodobnost je proto pfiblizné 7/76 = 0,092 tj. 9,2 %.

b) Ze stejného obrézku je patrné, Ze negativni mamogram vyjde celkem

924 zenadm, z nichz jen jedna mé rakovinu. Hledand pravdépodobnost je
proto pfiblizng 923/924 = 0,9988, tj. 99,89 %.

Poznamka. V predchozi tloze znamenal pozitivni vysledek pomérné niz-
kou, avsak nezanedbatelnou pravdépodobnost, ze pacientka trpi rakovinou
prsu, zatimco negativni vysledek tuto nemoc s velmi vysokou pravdépo-
dobnosti vyloucil. Podobné testy tedy umoziuji vyclenit v prvnim kole vét-
sinu zdravych pacienti a dale pak vySetfovat jen ty, u nichZ je podezieni,
ze danou nemoc maji. K tomu se obvykle pouzivaji metody, které jsou

vvvvv

a proto neni vhodné je pouzivat plosné na celou skupinu testovanych.

4. Posuzovani vérohodnosti

Posledni typ tloh, pro jehoz predstaveni v tomto ¢lanku zbyva prostor,
se tyka situaci, kdy je tfeba prokazat, ze urcity vysledek nastal naptiklad
diky pozitivnimu ptisobeni jistého 1éku ¢i procedury, zvlastnim schopnos-
tem jedince apod. Ve sbirce je nejprve objasnén pojem p-hodnoty jako
pravdépodobnosti, ze by ke stejnému nebo jesté vyraznéjsimu vysledku
(napf. stejné nebo jesté vice uzdravenych pacientti) doslo vlivem nahody
za predpokladu, ze by zadny pozitivni G¢inek neexistoval; je-li tato pravdé-
podobnost nizsi nez stanovend hranice (nejcastéji 5 %, nékdy se poZzaduje
jen 1 % nebo jesté méné), povazuje se obvykle vysledek za statisticky
vyznamny, tj. prokazujici, Ze k nému nedoslo pouhou nahodou.’

Priiklad: Je 1ék skutecné ucinny?

Nemoc, ktera se vyskytuje velmi vzacné a dosud se na ni nepodafilo na-
1ézt i¢innou lécbu, vede podle tdaji Ministerstva zdravotnictvi k tmrti
ve 30 % pripadt. Farmaceutickd firma vyvine 16k a ozndmi, Ze snizuje

SPtipomenme jests, ze hypotéza, ze zadny pozitivni Géinek neexistuje, se obvykle
oznacuje jako nulovd, zatimco hypotéza, podle niz k pozitivnimu ac¢inku dochazi, se
oznacuje jako alternativni.
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umrtnost na tuto chorobu. Pro ovéreni je objednana odborné studie. Pfed-
pokladejme, Ze k prokazani ti¢innosti je pozadovana p-hodnota mensi nez
5 %.

Lék byl podan dvaceti pacientim, z nichz sedmnéct piezilo a tii zemfeli.
Prokazuje takovato studie ucinnost 1éku?
Reseni

Predpokladejme, Ze 1€k je nedcinny, a vypocitejme pravdépodobnost, Ze
by i tak ndhodou prezilo alespon 17 z 20 pacientt, tj. ze by se stejny nebo
jesté vyraznéjsi vysledek objevil pouhou ndhodou. Tato pravdépodobnost
je souc¢tem pravdépodobnosti nasledujicich jevil: pfezije pravé 17 pacientt
a zbyvajici t¥i zemfou (pfitom existuje (230) moznosti, jak vybrat t¥i pa-
cienty, ktefi nepfeziji), pfezije pravé 18 pacienti a zbyvajici dva zemfou,
prezije pravé 19 pacientt a jeden zemfe, prezije vSech 20 pacienti, tedy

20 20
(3) 0,717.0,3% + (2) -0,7%.0,324+20-0,7'2 - 0,31 + 0,720 = 0,107.

Vyslednd pravdépodobnost ¢ini 0,107, tj. 10,7 %, coZ je vice nez pozado-
vand hranice 5 %. Studie proto G¢innost 1éku neprokazuje.

Pozndmka. Pétiprocentni hranice je ve védach Siroce pouzivana a je po-
vazovana za rovnocennou s pravnim vyjadrenim ,nade vsi pochybnost®.
Pripousti vsSak, ze z dvaceti studii bude v praméru jedna chybna. Nékdy
je proto tato hranice snizena naptiklad na jedno procento.
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