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Ulohy I. kola (doméci c¢dst)
76. rocniku MO (kategorie A, B, C)

KATEGORIE A

A-T-1
Kolem kulatého stolu sedi 76 rytiit. Kazdy z nich ma pravé étyii spo-
jence, a to dva nejblizsi sousedy po levici a dva nejblizsi sousedy po pravici.
Kolika zpusoby lze rytite rozdélit do dvou skupin, aby kazdy rytit mél ve
své skupiné pravé dva spojence?
(Jozef Rajnik)
A-T1-2
Kazda ze tii primek déli dany kruh na dvé tsece, jejichz obsahy jsou
v poméru 2 : 1. Tato trojice pfimek déli kruh na sedm ¢asti. Dokazte, ze
obsah nékteré ¢ésti je roven sou¢tu obsahu jinych dvou nebo tif (ruznych)
casti.
(Tomds Bdrta)
A-1-3
od ptimky BC'. Dokazte, ze polomér kruznice pfipsané strané BC' je roven
velikosti vysky z vrcholu A. (Kruznice pfipsand strané BC' je kruznice,
kterd se dotykd strany BC a polopiimek opacnych k BA a CA.)
(Zdenek Pezlar)

A-T-4
Najdéte vsechny dvojice prvocisel p, q takové, ze p > ¢ a plati

(p+q+1)(n(p—1,¢q—1)+1)=1lpq.

Zde n(a, b) oznacuje nejmensi spoleény nasobek ¢isel a a b.
(Tomds Jurik)
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A-1-5
V konvexnim pétithelniku ABCDE plati [XCBA| = |[X ADC|, |[X ACB| =
= |[XEDA| a |XAED| = | DCA|. Dokazte, ze CD || BE.

A
B E

(Patrik Bak)

A-1-6

Pro kladné celé &islo m oznaéme g(m) nejmensi pocet geometrickych
posloupnosti, mezi jejichz ¢leny jsou zastoupeny vsechny délitele cisla m.
Urcete vsechna kladn4 celd ¢isla n, pro kterd plati g(n!) = g((n+1)!). Reste
pro geometrické posloupnosti a) s raciondlnimi kvocienty, b) s redlnymi

kvocienty.
(Zdenék Pezlar)

KATEGORIE B

B-1I-1
Urcete vSechny kvadratické trojcleny f(z) = z? + px + ¢ s realnymi
koeficienty p, ¢, pro néz plati f(p) —q¢= f(q) —p=2.
(Jaroslav Svréek)

B-1-2
Tabulku 3 x 3 vyplnime deviti navzdjem ruznymi prvocisly tak, aby
soucet ¢isel v kazdém tadku i v kazdém sloupci mél stejnou éislici na misté
jednotek. Jakou nejmensi hodnotu muze mit soucet vSech ¢isel v tabulce?
(Tomds Jurik a Tomds Bdrta)

B-1-3
Na strandch AB, BC, CD, DA pravothelniku ABC D jsou po fadé zvo-
leny body K, L, M, N tak, ze KM 1 LN. Dokazte, ze obsah ¢tyiihelniku
s vrcholy ve stfedech stran ¢tyfihelniku K LM N neni mensi nez jedna

¢tvrtina obsahu pravouhelniku ABCD.

(Jaroslav Svréek a Jaromir Simsa)
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B-14
Oznac¢me D(a,b) nejvétsi spoleény délitel kladnych celych éisel a, b a
n(a, b) jejich nejmensi spoleény nasobek. Urcete viechna kladnd celd ¢isla
m, pro kterd plati D(25,m) + n(26,m + 1) = 2027.
(Tomds Jurik)

B-1I-5

7 ¢&islic 0, 1, 2, 3, 6 a 7 sestavime vSechna moznd Sestimistné ¢isla, kterd
obsahuji kazdou z nich, a kazdé takové ¢islo zapiSeme na jinou karticku.
Rozhodnéte, zda je mozné rozdélit karticky na sedm hromadek se stejnymi

soucty cisel.
(Jana Kopfovd)

B-1-6
Necht M je stied zékladny AB rovnoramenného lichobézniku ABCD.
Oznat¢me K druhy prusec¢ik pfimky DM s kruznici k& opsanou danému
lichobézniku a P prusecik teény kruznice k v bodé K s piimkou AB.
a) Dokazte, ze body C, M, K, P lezi na téze kruznici.
b) Dokazte, ze piimka BD je tetnou kruznice opsané trojihelniku BC'P.
(Zdenék Pezlar a Patrik Bak)

KATEGORIE C

C-I1

Sofie m4 14 minci, z nichz kazd4 je bud zlatd, nebo stiibrna. Mince
jsou uspofadané do tady tak, ze v kazdé skupiné 7 sousednich minci je
vice zlatych nez stiibrnych. Kolik zlatych minci muze mit Sofie? Urcete
vSechny moznosti.

(Patrik Vrba)

C-1-2

Ctverec ABCD slozeny z n x n jednotkovych D M C
¢tverecku (kde n € N) je jako na obrdzku roz- S
stithén na pét pravothelniki ABKL, KCMN, P Q
MDPQ, PLRS, RNQS stejného obvodu. Stiihy
jsou vedeny po strandch jednotkovych ¢tverecku.
Urcete nejmensi n, pro které je takové rozstithani I K
mozné. R N

(Jaroslav Zhouf) A B
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C-I-3
Najdéte nejmensi kladné celé ¢islo n, které mé aspon dva ruzné prvocini-
tele a které je ndsobkem souctu svého nejmensiho a nejvétsiho prvocinitele.
(Patrik Vrba a Patrik Bak)
C-1I-4
Pro redlnd ¢isla a, b, ¢ plati

(a+0)?*>(b+c)? (a—b2<(b—0c)? a>b>c

Kolik nejvice z ¢isel a, b, ¢ muze byt zapornych?
(Mdria Domdnyovd)

C-1I-5
V lichobézniku ABCD, kde AB || CD a |AB| > |CD|, ozna¢me K, L
po fadé stiedy stran AB, BC. Déle ozna¢me M prusecik usecek AL a CK.
Dokazte, ze piimka DM déli lichobéznik ABCD na dvé ¢ésti o stejném
obsahu.
(Tomas Jurik)
C-1-6
Kuchai vaii devét jidel. Na kazdy z péti nésledujicich dnu sestavi jideln{
listek obsahujici ne nutné stejny pocet jidel. Musi zarucit, aby si libo-
volnych pét ruznych jidel z téchto deviti bylo mozné béhem téchto péti
dnu v néjakém poradi objednat (kazdy den jedno jidlo). Urcete nejmensi
mozny soucet poctu jidel ze vSech péti jidelnich listka.
(Josef Tkadlec)
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