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Paradox komerc¢niho zrcadla

PAVEL LEISCHNER
Pedagogicka fakulta JU, Ceské Budé¢jovice

Nedavno publikovany ¢lanek [2] mél obsahovat i obr. 1, fotografie za-
hnutého dratu a jeho zrcadlového obrazu. Prekvapivy vysledek na snimku
(d) zpusobil sepsani tohoto pfispévku.

(a) (b) ()

(d)

Obr. 1 Snimky ohnutého dratu a jeho obrazu v zrcadle
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Co je na obrazku zvlastniho? Zatimco u situaci (a) az (c) pozorujeme
odpovidajici perspektivni zkresleni, na snimku (d) se obraz dratu v zrcadle
jevi trochu vétsi nebo aspon silnéjsi nez original. Vznika pocit, ze se na-
chézi bliZ neZ predmsét, jehoZ je obrazem. Opak ma byt pravdou. Jedna se
o zrakovou iluzi nebo efekt zptsobeny zrcadlem ¢i digitdlnim zpracovanim
snimku?

Jednou z p¥i¢in by mohla byt okolnost, Ze reflexni vrstva (komerénich)
zrcadel je pfekryta sklenénou deskou. V uéebnicich se neuvadi, jak prichod
svétla timto sklenénym prostfedim ovliviiuje polohu a tvar zrcadlového
obrazu. AvSak i s béZzné dostupnymi pomtckami lze jev vySetiit. UkdZeme
si, jak na to.

Vyjadieno presnéji, popiseme prizkum zobrazovani takovym zrcadlem
simulaci chodu paprski pomoci nastroji dynamické geometrie.

Jak se vyrabi komeréni zrcadlo a z ¢eho se sklada

Na strankich firmy Alfaram se do¢teme, Ze se ,zrcadla urcend k den-
nimu uzivani vyrabé&ji pfedevsim z plaveného skla, které musi mit doko-
nale hladky a nezkresleny povrch. Jakékoli nedokonalosti by mohly ovlivnit
odrazeny obraz, takze by byl nespolehlivy. Suroviny pouzité k vyrobé se
roztavi v peci a poté se rovnomérné naliji do hladkého povrchu, ktery se
nésledné ochladi.

Kdyz je prislusna sklenénéa tabule pripravena, je omyta specidlnimi
chemickymi slou¢eninami a poté je aplikovan reflexni povlak. Nejcastéji
se k tomu pouziva stfibro nebo chrom. Nakonec je na zrcadlo umisténa
ochranné vrstva. Diive se sklddala z médi a olova, nyni se od tohoto Fe-
Seni z ekologickych duvodi upousti. Proti poskozeni a starnuti se uzivaji
specialni laky, které jsou nejen Setrnéjsi k zivotnimu prostiedi, ale proka-
zatelné maji velky vliv na pevnost zrcadel a zaroven je chrani pred vlhkosti
a vysokymi teplotami.*

Zrcadlo, kterym se budeme zabyvat, se sklada ze t¥i hlavnich ¢asti:
ploché sklenéné tabule — tzv. kryci vrstvy zrcadla, reflexniho povlaku a
ochranné vrstvy. Pro jednoduchost predpokladéame, Ze sklenéné vrstva je
planparalelni a homogenni s indexem lomu n. Obklopuje ji vzduch, jehoz
index lomu je 1. Reflexni vrstvu ztotoziujeme s rovinou o,.. Z vnéjsku
zrcadlové sklo ohrani¢uje rovina o, kterd oddéluje predmétovy prostor od
obrazového.

Odraz paprski z bodového zdroje svétla na komerénim zrcadle
Idealni zrcadlo tvorené pouze reflexni rovinou o, zobrazuje bod A do
bodu A’ soumérné sdruzeného s A podle o,. U komeréniho zrcadla nutno
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brat v tvahu i lom na rozhrani os. Obr. 2 pFedstavuje situaci v roviné
p = APB, kde P je pata kolmice z A na o4, B € 0, a B # P. Normala
q = AP protina rovinu o, v bodé R a prusecnice roviny ARB s rovinami
o, a 0g jsou po fadé r a s.

Paprsek p;, dopadajici z A na o, kolmo, neméni pii prechodu do skla
smér a v bodé R se odrazi do protisméru. Paprsek ps, jenz dopada na o,
v bodé B, se lomi. Uhel lomu o' je d4n vztahem

, . (sina
o’ = arcsin

), kde « je thel dopadu. (1)

q: A1 a Az jsou obrazy bodu A v osovych
soumérnostech podle os r a s

Obr. 2 Zobrazeni paprski z bodu A v roviné dopadu p

Lomeny paprsek se pak odrazi v bodé C od reflexni roviny o, a na-
konec se lomi v bodé D € o4 do predmétového prostoru. Po lomu svira
s normélou g3 opé&t thel a, nebot arcsin(nsina’) = a.

Vidime, ze zde na rozdil od odrazu na idedlnim zrcadle dochézi k po-
sunuti odrazeného paprsku, jez roste s velikosti thlu a. Kazdé dva ze &tyt
paprski v roviné ¢ maji jiny zdanlivy prusec¢ik, a tak neni obraz bodu A
v prostoru jednozna¢né urcen.

Simulace vytvofeni obrazu bodu

Model pro prizkum chodu paprski byl vytvoren pomoci programu
Cabri Geometry II Plus, alternativou muze byt i zdarma dostupna GeoGe-
bra. Tloustku d zrcadlového skla na nakresné jsme zvolili 2 cm, aby bylo do-
bre vidét detaily konstrukei. Obrazky v ¢lanku vétsinou vznikly apravami
vektorovych kopii Cabri-konstrukei v programu Inkscape. Podle potieby
jsme rozmeéry z konstrukci prevedli na hodnoty, jez odpovidaji tloustce
d = 4 mm bézné uzivanych nasténnych zrcadel.
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K sestrojovani paprskii, lomenych ¢ar typu ABCDO z obr. 2, je vy-
hodné ulozit si makrokonstrukei K1. Vstupnimi objekty mohou byt napii-
klad") pfimky s, r, index lomu n a body A, B umisténé v souladu s obr. 2.
Jako vystup zvolime tsecky AB, BC, CD a pfimku DO.

d=|PR|=4mm,n=15, |AP| =6 mm, |PB| =7 mm

Obr. 3 Simulace zobrazovani bodu zrcadlem

Vratme se nyni k ivaham z odstavce 2 a pokusme se lokalizovat polohu
obrazu A’ bodu A, nachézi-li se receptor (oko, nebo objektiv fotoaparatu)
v misté O (obr. 3). Vyjdeme z hypotézy, Ze ,bodem* A’ je mnoZina vsech

DVybér a poradi vstupnich hodnot zavisi na zpisobu, jak byl obrazek sestrojen.
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pruseciki paprski z bodu A, které se nachézi v dostateéné malém okoli
centralniho paprsku p.

Jak lze v Cabri takovou mnoZinu (ve zvolené roviné dopadu APB)
najit? Sestrojime paprsek p = ABC DO, zvolime ¢islo § > 0 a s vyuZzitim
nastroje Kruzitko priseéiky F, F kruznice k(A;0) s piimkou s. K nim pak
paprsky p; = AE... a po = AF... ohranicujici zkoumany svazek paprski
vV roving p.

Na obr. 3 vidime, jak se pfi zmenSovani hodnoty ¢ mnoZina pruseciki
postupné zmensuje a méni z trojihelntku K LM na ,usecku®, az se nadm
od volby § = 0,03 mm jevi jako jediny bod A’.

Pro sestrojovani paprsku p i s bodem A’ vytvoifime makrokonstrukci
K2 s uzite¢nymi doplitky. Postupujeme analogicky jako u K1, ale pfimku
s zaménime za polopiimku PX, kde X € s. Navic ke vstupnim objekttim
pridame ¢&isla 6 = 0,001 a k = 0,5, bod B sestrojime jako obraz bodu X
ve stejnolehlosti se stifedem P a koeficientem x. Na vystupu nahradime
piimku DO polopfimkou A’D. Jako A’ jsme zvolili priisecik piimek p a ps.

Ay a A2 jsou obrazy bodu A v osovych
T soumérnostech podle os r a s

a

a

d=|PR|=4mm, n=105 =06 mm

Obr. 4 Mnozina A = GTH vsech obraztt A’ bodu A

Nyni je jiz snadné nalézt mnozinu A vSech obrazi pevné zvoleného
bodu A, viz obr. 4. Konstrukei K2 sestrojime jeho obraz A’ pro paprsek
p = AB... a pak posouvanim bodu X premistujeme B a sledujeme, kde se
nachazi A’.
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Hodnoty parametru x mizeme ménit. Zvolime-li velmi malé x, muzeme
detailné vysetfit polohy bodu A’ v blizkosti kolmého dopadu paprskii. Pii
volbé& dostatetné velké hodnoty &, lze umistit bod B i mimo nakresnu®,
coz umozni prizkum mnoziny A pro o — 90°.

K demonstraci vykresleni poloh bodu A’ poslouzi nabidka Stopa, na-
strojem MnoZina zobrazime celou ¢aru TH. Jejim obrazem v soumérnosti
s osou ¢ je zbyvajici ¢ast mnoziny A, éara TG.

Z konstrukce bodi A’ plyne, Ze mnozina A je obalovou k¥ivkou vech
odraZenych paprskil, piimek A’D.

Bod T piedstavuje umisténi bodu A’ pro a = 0. Pokusili jsme se jej najit
zobrazenim délky | A3 A’| pomoci nastroje Vzddlenost a délka a nastavenim
B = P. Pfi posunuti B do P na doraz program tuto délku nezobrazil, a tak
jsme ji urc¢ovali priblizovanim bodu B k bodu P pfi malych hodnotach k.
Prod=2cm,n = 1,5, a=3cm a x = 0,0005 jsme postupné zjistili*),
7e pro a = 0,1° je |A3A’| = 2,6666428593 cm, pro o = 0,05° je |AsA’| =
= 2,6666639704 cm a pro o = 0,01° je |A3A’| = 2,6666664592 cm.

Zjigténé hodnoty vedou k domnénce, Ze |AT| = 2,66 cm, resp. pro
d =4 mm a a =6 mm obdrzime |A;T| = 5,33 mm.

S rostouci velikosti tthlu a se bod A’ vzdaluje od normély a zaroven se
priblizuje k pifmce m || s, ktera prochazi bodem As. Body H a G jsou
limitni polohy bodu A’ pro a — 90°. Do mnoZiny A jiZ nepatii. Vzhledem
k jejich symetrii podle normély ¢ jsou ureny vzdalenosti |As H|. Tu jsme
nejprve urcovali (pfi nastaveni d = 2 ecm, n = 1,5, a = 3 cm a k = 500)
vzdalovanim bodu B az do 30 metrid od P, ¢emuz odpovida o = 89, 9°.
Uké4zalo se, ze program mél pfi hodnotéach a blizkym 90° potize s vypoctem
delky |A3A’|, a tak bylo mozné ur¢it |A;H| jen s pfesnosti na tii platné
cifry, |AoH| = 3,58 cm.

Hodnotu |A2A’| v8ak lze v blizkosti bodu H nahradit délkou |A2A,|,
kde A, € A’D Nm, obdrzime |A;H| = 3,5777 cm. Pro d = 4 mm a
a =6 mm je tedy |AaA’| = 7,155 mm.

Obr. 5 znazornuje, jak se méni svazek paprski pii zmensovéani tloustky
sklenéné kryci vrstvy zrcadla. Kazdy ze ¢ty snimkua obrazovky zachycuje
vytvoreni stop paprskii pro posloupnost poloh bodu B. Ke zobrazeni po-

2)Cabri s objekty pracuje v kartézské soustavé souradnic pomoci analytické geometrie
a na pracovni plochu zobrazuje jen Cast kartézské roviny. Hodné vzdaleny bod B na
obrazovce neuvidime, ale premistovat jej pohybem bodu X muzZeme.

3)Cabri uréuje &iselné hodnoty a na 10 desetinnych mist. Uvadime je tplné, mame-
-li na mysli matematické objekty. V geometrické optice je takova presnost absurdni,
vzdalenosti 10710 cm patif do mikrofyziky.
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slouzily néstroje Stopa a Pohyb objektu. Kvili prehlednosti obrazku byl
pohyb zastavovan vétSinou kolem hodnoty « = 70°. Pii d = 0,1 mm se
zrcadlo chova témér jako idealni.

= =11

aa—L7,
==

4 4

Obr. 5 Zavislost svazku odrazenych paprski na tloustce d, |AR| = konst.

Vypocet polohy bodu T, H
Na obr. 6 je N stfed usecky BD. Z pravouhlého trojihelniku BC'N
pomoci zékladnich vztahii a rovnosti (1) postupné dostavame

x = |BD| =2|BN|=2|CN|-tana’ =
_ 2dsind’ 2dsina
\/1—sin20/ \/n2 — sin® «

Ozna¢me po fadé A, a A, priseciky piimky A'D s pfimkami m a q.
Z pravouhlych trojuhelniki DA, P a ABP zjistime

(2)

|PA,| = (|PB|+ x)cotga, |PB|=atana.
Odtud s vyuzitim (2) plyne
2d cos o 2d
a

—_— |PT| = lim |PA,| =a+ —,
Vn2 —sina a—0 n
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resp.

d=|PR|=4mm

Obr. 6 K vypocétu polohy boda T"a H

Déle si pov8imnéme, Ze obrazec BDA, Ay je rovnob&znik, a tak plati

2d si 2
A2, | = |BD| = 0 4ol = lim |BD|= . (3)
a—90°

b
vVn? —sina n?—1

Pro n = 1,5 obdrzime

|A2H| = = 1,789,

|AoT| = = =1,33d.

=~ I
“l& Gl

Je-li navic d = 4 mm, pak |AsH| = 7,155 mm a |A>T| = 5,33 mm.

Disledek 1
Existuji situace, kdy je bod A vice vzdalen od receptoru O nez jeho

obraz A’.
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Tvrzeni objasiiuje obr. 7, kde U a V jsou po radé priseciky osy o tsecky
AA’" s pfimkami AO a s. Plati-li O € o, pak |A'O] = |AO|. Ocekavana
nerovnost |A’O| > |AO] je splnéna pro body O, jez lezi v uvnit¥ priniku
polorovin sA a 0A.

d=|PR|=4mm
n=1.5

Obr. 7 Situace, kdy plati |[A’O| < |AO|

Jestlize se vSak receptor O nachézi uvnitf priniku polorovin sA a 0A’,
nastava paradoxni situace, plati |A'O| < |AO).

Prostor vymezeny timto thlem je pfi béZzném uzivani zrcadla témér
nedostupny. Presvéd¢ime se o tom odhadem jeho velikosti. Polozime-li
a = |AP|, pak

=] = |X 2| < |X 2| = arctan < arctan —,
BVU A'AA HAA Az H] d
|A2A| a
nebot
|A2A| =2a a |A2H| < 2d,

jak plyne ze vztahu (3).

P1i bézném pozorovani byvame od zrcadla vzdaleni nékolik decimetri.
Napfiiklad pro a = 400 mm a d = 4 mm obdrzime ¢ < 0,6°. Desitek
stupiit dosahuje ¢ az kdyz je a fadové srovnatelné s d.
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Disledek 2

Je-li vzdalenost bodu A od zrcadla mensi nez tloustka d kryci vrstvy,
muZe se jeho obraz A’ nachézet uvnitf sklenéné desky zrcadla, tzn. pied
reflexni vrstvou zrcadla, obr. 8.

4l

Obr. 8 Obraz bodu A se nachézi v kryci vrstvé zrcadla

Zaveér

Seznamili jsme se s principy vytvafeni obrazu u zrcadel denni potieby.
Clanek muze poslouzit i jako namét na zajimavou ¢innost s piipadnym
experimentalnim ovérenim.

Pokud jde o Gvodni snimek, vysledky jeho méfeni ani ,rekonstrukce
pocitacovou simulaci neprokazaly, Ze by byl obraz vétsi nez predmét.
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