Zajimavé matematické ulohy

V dal8im ¢isle naSeho ¢asopisu pokrac¢ujeme v pravidelné rubrice Zaji-
mavé matematické tlohy, v niz mj. uvadime zadani dalsi dvojice novych
tloh. Jejich FeSeni muZzete zaslat nejpozdéji do 15. 9. 2026 na adresu: Re-
dakce casopisu MFI, 17. listopadu 12, 771 46 Olomouc nebo také elek-
tronickou cestou na emailovou adresu mfi@upol.cz. Zajimava a originalni
feSeni tloh radi zvefejnime.

Uloha 309
Priseciky rovnobézek se stranami trojihelniku ABC' déli zbyvajici stra-
ny na n shodnych ¢asti. Tyto rovnobézky spolu se stranami déli trojahelnik
na shodné malé trojihelniky s jednotkovym obsahem. Uréete vSechna pii-
rozend Cisla n, pro néz lze trojuhelnik ABC roziezat na t¥i trojuhelniky,
jejichz vrcholy lezi v délicich bodech stran AB, BC', C A nebo ve vrcholech
A, B, C a soucasné jejich obsahy jsou tfi po sobé jdouci pfFirozena cisla.
Jaroslav Zhouf
Uloha 310
Urcete vSechny trojice (a, b, ¢) nenulovych redlnych ¢isel pro néz sou-
¢asné plati:
e rovnice
2 +ar?+br+c=0

mé t¥i rizné nenulové realné kofeny, z nichz jeden je 10,
e pievracené hodnoty téchto kofent jsou soucasné kofeny rovnice

1 1 1
42 + —2®* + -x+ - =0,
a c

b Zdenek Pezlar

V nésledujici ¢asti uvadime feSeni tloh 305 a 306, jejichz zadani jsme
zvefejnili v poslednim (¢tvrtém) ¢isle lofiského (34.) ro¢niku naseho caso-
pisu.

Uloha 305

Do obdélniku ABCD se stranami délek |AB| = 30, |BC| = 25 jsme
umistili sit krychle, ktera se dotyka jeho stran v bodech X, Y, Z a W
podle obrazku.
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Vypoctéte délku strany krychle a rozhodnéte, zda lze tuto sit umistit

do obdélniku tak, aby jeji strany byly rovnobézné se stranami obdélniku.

Tomds Bdrta

Reseni. Ozna¢me |BX| = a, |BY| = b, Z obr. 1 plyne 30 = |AB| = a +4b,
25 = |BC| = 3a + 2b.

D Z C
w
Y
b
A Xa B
Obr. 1

Resenfm této soustavy rovnic dostaneme a = 4, b = 13/2. Délka hrany
krychle je pak podle Pythagorovy véty rovna

IXY| = Va2 + 52 = /42 + (1) = 1/233.

Pokud je moZno sit krychle umistit do obdélniku tak, aby jeji strany
byly rovnobé&zné se stranami obdélniku, je délka tusecky W X kratsi nez
nejdelsi strana obdélniku, tedy AB. Plati vsak

WX| =4 XY| = 2233

[WX|=2v233 >2v225=2-15=30= |AB],
tedy sit krychle nelze vySe popsanym zpusobem do obdélniku umistit.

Spréavna feSeni zaslali: Karol Gajdos z Trnavy, Michat Fronczek a Bar-
tosz Wieczorek, vsichni II LO SS Tarnowskie Gory (Polsko), Tereza Rei-
movd a Tereza Havelkovd, obé G Jablonec nad Nisou, U Balvanu.

Netiplné feseni zaslal Frantisek Jdchim z Volyné.
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Uloha 306

U kulatého stolu sedi n (n > 3) svatebnich hosti. Cisnik pFinesl kulaty
tac, na némz je n ruznych zakuskd rozmisténych do kruhu. Ukazalo se,
ze kazdy host je alergicky préavé na jeden zékusek, kazdy na jiny. Najdéte
vSechna n s nasledujici vlastnosti:

Jsou-li zdkusky na tacu rozmistény do kruhu jakkoliv, ¢iSnik muize polo-
7it tac doprostied stolu tak, aby pred kazdym hostem byl na tacu zékusek,
na néjz neni alergicky.

Josef Tkadlec
Reseni. Oznacme hosty sedici kolem kulatého stolu ve sméru hodinovych
ruci¢ek netradiéné 0,1,2...,n — 1, at neméme problém s popisem pomoci
zbytka pii celociselném déleni.

Necht ¢isnik donese zakusky na tacu a postavi jej doprostied stolu tak,
ze pred kazdym hostem je jeden zakusek. Oznacme m(i) hosta, ktery je
alergicky na zakusek pied hostem ¢. JelikoZ kazdy host je alergicky na praveé
jeden zakusek a kazdy na jiny, je 7 permutace mnoziny {0,1,2...,n—1}.
(Napiiklad obrazek odpovida permutaci # = (5,3,1,2,4,0) a znamena,
ze host 5 je alergicky na zakusek pfed hostem 0, host 3 je alergicky na
zékusek pred hostem 1 atd.)

Nejprve ukdzeme, Ze pro n sudé miize ¢iSnik otocit tac o néjakych j
pozic (j € {0,1,...,n — 1}) ve sméru hodinovych ruci¢ek tak, Ze se pied
kazdym hostem po tomto otoceni objevi zakusek, na ktery neni alergicky.
(Na obrazku je to napf. j = 3.) Sporem pfedpokladejme, Ze to neni mozné.
Potom pro kazdé j existuje takové ¢islo 7, Ze se zakusek s ¢islem (i) objevi
pred hostem (i 4 j) mod n, ktery je na néj alergicky, a bude tak platit

m(1) =i+ 7 (mod n).

(Napiiklad na prvnim obréazku je n = 6, pro j = 0 je takové ¢ = 4 (pied
hostem 4 lezi zakusek, na ktery je alergicky), pro j = 1 je i = 5 (pfi otoceni
tacu o jednu pozici ve sméru hodinovych ruédicek se pied hostem 0 objevi
zakusek, na ktery je alergicky on, tento zakusek pivodné stal na pozici 5),
pro j =2 je i = 1 atd.) Bude tak platit

7(i) —i=j (mod n).
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Pfitom zfejmé plati, Ze riznym j odpovidaji rizna ¢isla ¢ (pfi dvou riznych
otocenich se pred stejnym hostem nemuze objevit dvakrat zakusek, na
ktery je alergicky). Se¢tenim vSech téchto ekvivalenci dostaneme

n—1 n—1
Z(T&'(Z) —1) = Zj (mod n).
i=0 j=0

Jelikoz 7 je permutace, je na levé strané této ekvivalence 0, plati tak

n(n—1)

0
2

(mod n),

tedy n déli &slo n(n — 1)/2, coZz je spor, protoZe toto ¢islo je délitelné n
jen v piipadé, ze (n — 1)/2 je celé, tedy n je liché &islo.

ot
o

Pro n liché se ¢isnikovi otoceni tacu nemusi podafit, usporadejme za-
kusky na tacu ,,ob jedno misto*, tj. zdkusek, na ktery je alergicky host ¢,
leZ{ na misté (2¢ mod n). (Na obrazku je toto uspotraddani pro n = 7.) Po-
tom pii otoceni tadcu o j pozic ve sméru hodinovych ruci¢ek bude pred
zdkuskem, na ktery je alergicky, sedét host ¢islo (n — j) mod n.

Spravna feSeni zaslali: Karol Gajdos z Trnavy, Michat Fronczek a Bar-
tosz Wieczorek, oba II LO Tarnowskie Gory (Polsko).

Pavel Caldbek
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