MATEMATIKA

Shodné rozlozitelnost

FRANTISEK KURINA - DAG HRUBY

Hradec Kralové — Jevicko
Vse jiz tu bylo, vSe se opakuje,
i Cestny basnik druhé olupuje.
Marie von Ebner-Eschenbach

V tomto piispévku se budeme zabyvat pfedeviim velikostmi geomet-
rickych utvari, tedy tematikou, ktera je soucasti vyucovini matematice
od prvniho stupné zakladni Skoly aZ po maturitu. Dovolili jsme si tedy
uvést nas ¢lanek ponékud provokativnim motem. Av8ak nejen proto. Petr
Vopénka o tom piSe v tvodu k Eukleidovym Zakladim:

Praktickd geometrie (méFictvi) byla provozovana davno pred Euklei-
dem. Takzvani napinaci provazi vymeéfovali a vytycovali nejriznéjsi po-
zemky a stavby. Zachycovali je znackami (body), které umistovali do vr-
choltt (rohtt), poptipadé nékterych dalsich vyznamnych mist vytyGovanych
utvart. Méfili ¢tyfi druhy jevu velikosti: délky, plosné obsahy, objemy a
velikosti uhli. Veli¢inami délky rozuméli délky riznych jednotlivych pro-
vazil, ¢i vzdalenosti dvou rtznych znacek. Podobné veli¢inami plosného
obsahu (popfipadé objemu) rozuméli plosné obsahy rtznych jednotlivych
plosnych utvarta (popiipadé objemy riznych jednotlivych téles).

Eukleides vsak tuto historickou skute¢nost nerespektuje. V Zakladech
ztotoznuje velikosti geometrickych atvari s témito dtvary samotnymi. Do-
lozime to nékolika citacemi:

— Cara je délka bez sitky,

— trojuhelniky na stejnych zakladnach a mezi rovnobézkami jsou si rovny
(obr. 1),

— v pravotuhlych trojahelnicich ¢tverec na strané proti thlu pravému lezici
rovné se ¢tverciim na stranach pravy uhel svirajici (véta Pythagorova).
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AABC = ANABD
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Obr. 1

V nasi skole dusledné rozlisujeme geometricky utvar (mnoZina bodi) a
jeho velikost (kladné realné ¢islo). Odiika-li zak Pythagorovu vétu ve znéni:
,,Ctverec nad preponou se rovna dvéma ¢tverciim nad odvésnami®, napo-
mene ho uditel: ,,Copak ¢tverec se miiZze rovnat dvéma étvercam?* PFitom
se v8ak zavedeni velikosti isec¢ek a obsahu vénuje v nasich stFedoskolskych
ucebnicich velmi malé, ¢i dokonce nulova pozornost. Tak napf. v ucebnici
planimetrie pro gymnazia [2] je uvedeno pouze: , Délka (velikost) se urcuje
méfenim, které se provadi pomoci jednotkové tsecky.“ A po 26 letech je
taz autorka jesté strucnéjsi: ,,Délka usecky je vzdélenost krajnich bodu*
[3]. My zde budeme vychazet z téchto definic:

Délka tisecky je kladné ¢&islo, pro které plati:

e shodné useCky maji sobé rovné délky,
e délka grafického souctu usecek je rovna souctu velikosti jejich ¢asti,
e existuje jednotkova tusecka.

Obsahem mnohothelniku rozumime kladné é&islo, pro které plati::
e shodné mnohotuhelniky maji sobé rovné obsahy,

e obsah sjednoceni dvou nepiekryvajicich se mnohotuhelniki je roven souc¢tu
obsaht téchto ¢asti,

e &tverec o délce strany a délkovych jednotek méa obsah a? étverednych
jednotek.

Na zakladé téchto definic mizeme odvodit vzorec pro obsah obdélniku,
aniz bychom museli uvazovat, zda jsou velikosti jeho stran ¢isla prirozena,
racionalni ¢i iracionalni.

Mizeme uvazovat takto. Pro ¢tverec na obr. 2 plati

(a+b)? = a® + 2z + b,
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a tedy x = ab. Problematice méfeni délek se zde nebudeme vénovat. Od-
kazujeme na publikaci [4].

a T a?
b b2 T
b a
Obr. 2

V dalsi ¢asti ¢lanku uvedeme jako tivod do problematiky nékolik zna-
mych tloh o velikostech utvart. V posledni ¢asti pak budeme definovat
pojem shodné rozlozitelnosti a uvedeme nékolik vlastnosti této relace.

Ulohy o velikostech geometrickych ttvari

Prvni tloha je motivovana hrou Tangram, ve které se z dila ¢tverce
skladaji rizné geometrické atvary, viz obr. 3. O didaktickém vyuziti tan-
gramu napsala pékny ¢lanek Hana Liskova. Je publikovan ve sborniku
[5, s. 139-142].

"\

Obr. 3
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Uloha 1

Skladejte ze ¢tyf shodnych pravotuhlych rovnoramennych trojihelnikt
s odvésnami délky 1 cm rtzné mnohotihelniky.

/

Neékteré vysledky jsou zakresleny na obr. 4 (obdélnik, lichobé&znik, rov-
nobé&znik, ¢tverec, trojuhelnik, nekonvexni Sestitthelnik). Vechny tyto mno-
hotihelniky maji obsah 2 cm?. V dalii tiloze si véimneme souvislosti obvodu
a obsahu mnohothelnikii.

Obr. 4

Uloha 2
Obdélnik mé obsah S a obvod o. Nakreslete mnohothelnik, pro ktery
plati:
a)o=0a8 <SS Db)od>0a<S c)od>0al8 =5
d)o>0a8>8 eod<oal<s§

Vysledky jsou na obr. 5.

a) b)

S, o

S'< S o =0 S'< S o >0

S'">S, 0 >0 S'< S o <o

Obr. 5
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Uloha 3
K obdélniku ABCD se stranami |AD| = a, |AB| = b sestrojte obdélnik
téhoz obsahu, ktery mé jednu stranu c.

Predpokladejme, Ze hledany obdélnik mé strany ¢, d a je umistén v sou-
fadnicovém systému podle obr. 6.

D b C e
a
J H F
d
«
A B c E
Obr. 6

Z rovnosti ab = cd plyne

a d
P tg a.
Body A, H, G lezi tedy v pfimce a konstrukce je podle obrazku zfejmaé.
Obdélnik ABCD mé stejny obsah jako obdélnik AEFJ, nebot od shod-
nych trojuhelnikit AEG a ADG odebereme obsahy shodnych trojahelniki
HCG a HFG.

Shodna rozloZitelnost

Mnohotuhelniky U, V jsou shodné rozlozitelné, lze-li napt. mnohothel-
nik U rozdélit na ¢asti, z nichz lze slozit mnohotdhelnik V. Je ziejmé,
7e shodné rozlozitelné mnohotihelniky maji tyz obsah. Otazka, zda plati
obracené, Ze mnohotihelniky téhoZz obsahu jsou shodné rozloZitelné neni
trivialni a byla kladné vyfeSena némeckym matematikem Mazem Dehnem
(1878-1952). Nase dalsi avahy budou vedeny snahou tuto skute¢nost do-
kazat.
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Shodnou rozlozitelnost utvart U, V budeme symbolicky zapisovat U sV .
Na obr. 7 jsou zakresleny 4 dvojice shodné rozlozitelnych mnohothelnikt

obsahu 2 cm?.
S / ;\ ; \s 1 2

2 s s 1 2
1 1 3 3
2 1 2

Obr. 7

Na obr. 8 vidime shodnou rozlozitelnost rovnobéznikia o spole¢né za-
kladné a stejné vysce.

D FC E D c F E
6 6
2 2 o >
4 4
v 3 3 v
1
2 2
1
A B A B
Obr. 8

Ukazme shodnou rozlozitelnost libovolnych dvou obdélniki ABCD,
AFEFG téhoz obsahu. Umistéme obdélniky podle obr. 9. Oznacime-li strany
obdélnikt |AD| = a, |AB| = b, resp. |AE| = ¢, |AG| = d, pak plati

d a—d

b=cd - = .

ab=c a A

Ptimky BG,ED a FC jsou tedy rovnobé&zné. Bodem P na obr. 9 vedme

dalsi pfimku s nimi rovnobéznou. Obdélnik AEFG se sklada z obdélniku 1

a shodnych trojuhelnika 2 a 4. Rovnobézniky 3 jsou podle piedchoziho

vysledku shodné rozlozitelné. Tim je shodna rozlozitelnost obdélniki pro-
kazana.
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Obr. 9

Pripomenme nyni dva poznatky. Relace r definovana na mnoziné M se
nazyva relaci ekvivalence, je-li reflexivni (VU € M: U r U), symetricka
VUV € M:UrV = VrU) a tranzitivni (VU,V,Z € M: UrV a
VrZ = UrZ). Kazda relace ekvivalence r na mnoziné M rozklada tuto
mnozinu na t¥idy M/rnavzajem ekvivalentnich disjunktnich mnozin. Do-
kazme, Ze relace shodné rozlozitelnosti je relace ekvivalence. Reflexivnost
a symetri¢nost relace sje ziejma, nebot UsU a UsV = V sU. Ideu dukazu
tranzitivity uvedme prikladem.

Lichobéznik U na obr. 10 je shodné rozlozitelny s obdélnikem V', nebot
kazdy z téchto tutvari je slozen ze shodnych trojihelnikia 1, 3 a ¢tverce 2.
Z druhé strany obdélnik V' je shodné rozlozitelny s obdélnikem Z. Plati
tedy UsV aV sZ. Rozlozme obdélnik V na ¢asti jak z prvého, tak druhého
rozkladu. Z ¢asti A, B, C, D, E, F, které takto dostaneme, lze slozit jak
lichob&znik U, tak obdélnik Z. Plati tedy (UsV) a (VsZ) = UsZ.

Predpokladejme, ze pro utvary U, V, Z plati UsV a V s Z. Sestrojme
v utvaru V jak rozdéleni z U sV, tak i rozdéleni z V s Z. Tento rozklad
miZzeme prenést jak na mnohothelnik U, tak na mnohouhelnik Z. Plati
tedy U s Z. Relace s shodné rozlozitelnosti je relaci ekvivalence a tfidy
M/ stéto relace na mnozing mnohothelniktt M tvofi mnohothelniky téhoz
obsahu. Maji-li dva mnohotiihelniky stejny obsah, patii do téze t¥idy a jsou
tedy shodné rozlozitelné. Plati tedy zékladni véta o shodné rozlozitelnosti:

Libovolné dva mnohothelniky téhoz obsahu jsou shodné rozloZitelné.

Tuto vétu muzeme dokazat i konstruktivné. Kazdy z mnohothelnikt
postupné rozlozime na obdélniky, ty pak na obdélniky shodné a spole¢né
jejich déleni mizeme prevést na ptivodni mnohothelniky. Tim bude usku-
te¢néno jejich shodné rozdéleni.
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Obr. 10

Ulohy o rozdélovani mnohothelniki se vyskytuji snad v celych d&jinach
elementarni geometrie. Ilustrujme to tfemi piiklady. Nejprve dokazeme
dvéma zpusoby Pythagorovu vétu. Na obr. 11 je ¢tverec nad pfeponou
rozdélen na trojihelniky 1, 2, 4 a ¢tyfahelnik 3.

1
2
3 4
2 1
Obr. 11
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Ze stejnych utvari se sklada sjednoceni ¢tvercii nad odvésnami, tudiz je
soucet obsaht ¢tvercii nad odvésnami roven obsahu ¢tverce nad preponou.

Druhy dukaz se opira o obr. 12, jehoZz autorem je H. Perigal (1830). Ob-
razek vznikl takto: stfedem ¢tverce nad vétsi odvésnou sestrojime dvé na-
vzajem kolmé p¥imky, z nichZ jedna je rovnobézna s pfeponou pravoithlého
trojihelniku. Tyto pfimky rozdéli ¢tverec na Ctytfi shodné ¢tyituhelniky 1,
2, 3, 4, z nichz spolu se ¢tvercem nad kratsi odvésnou muzeme sestrojit
¢tverec nad preponou. Tim je Pythagorova véta dokazana.

Obr. 12

Z Ciny desatého stoleti pochézi rozdéleni pravidelného dvanactithel-
niku na t¥i ¢tverce podle obr. 13. Pravidelny dvanéctiuhelnik vepsany do
kruznice o poloméru r mé tedy obsah 3r2. To je oviem zfejmé i z obr. 13.
Kdybychom pfipustili, ze obsah pravidelného dvanactituhelniku je p¥ibliz-
nou hodnotou obsahu kruhu, tedy 7r? = 372, znamenalo by to hrubou
aproximaci ¢isla 7 ¢islem 3.

To lIze i historicky dolozit nap¥. citaci z Bible kralické, Stary zékon,
I. Kniha krélovska, Kapitola 7, vers 23:

Udeélal také more slité,") deset loket od jednoho kraje k druhém okrouhle
viikol, a pét loket byla vysokost jeho, a okolek jeho triceti loket vikol.

1 Nadoba s podstavou ve tvaru kruhu s priimérem 10 a obvodem 30.
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Podle bible je tedy ¢islo 7 rovno &islu 3.
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Nakonec uvedme piiklad pFfemény péti ¢tverci ve ¢tverec jediny.

o

NI

Obr. 13

Obr. 14
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