Zajimavé matematické ulohy

Pokra¢ujeme v pravidelné rubrice Zajimavé matematické tulohy, v niz
mj. uvadime zadani dalsi dvojice novych tloh. Jejich feSeni mizete zaslat
nejpozdéji do 15. 3. 2026 na adresu: Redakce ¢asopisu MFI, 17. listo-
padu 12, 771 46 Olomouc, nebo také elektronickou cestou na emailovou
adresu mf iQupol.cz. Zajimava a originalni reSenf{ dloh radi zvefejnime.

NasSe rubrika za posledni dva roky zvefejnila zadani 16 tloh od 9 autor,
obdrzela 215 spravnych nebo Castecnych FeSeni od 75 ruznych feSiteli.
Nejvice (14) feSeni jsme obdrZeli od Karola Gajdose z Trnavy, dale 9 feSeni
od Piotra Szatana z II LO im. Stanistawa Staszica v Tarnowskich Goérach
(Polsko), ktery patii do pocetné skupiny zaki této st¥edni skoly, ktera nam
pravidelné posila své TeSeni tloh.

Uloha 305

Do obdélniku ABCD se stranami délek |AB| = 30,
|BC| = 25 jsme umistili sit krychle, ktera se dotyka
jeho stran v bodech X, Y, Z a W podle obrazku. Vy-
poctéte délku strany krychle a rozhodnéte, zda lze tuto
sit umistit do obdélniku tak, aby jeji strany byly rov-
nobézné se stranami obdélniku.

Tomds Bdrta

Uloha 306

U kulatého stolu sedi n (n > 3) svatebnich hosti. Cisnik pFinesl kulaty
tac, na némz je n ruznych zékuskd rozmisténych do kruhu. Ukézalo se,
ze kazdy host je alergicky pravé na jeden zakusek, kazdy na jiny. Najdéte
v8echna n s nasledujici vlastnosti:

Jsou-li zdkusky na tacu rozmistény do kruhu jakkoliv, ¢iSnik miize polo-
zit tac doprostied stolu tak, aby pred kazdym hostem byl na tacu zakusek,
na néjz neni alergicky.

Josef Tkadlec

V nasledujici ¢asti uvadime feSeni tloh 301 a 302, jejichz zadani jsme
zvefejnili ve druhém ¢isle letosniho (34.) ro¢niku naseho Gasopisu.
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Uloha 301
Urcete vSechny mozné hodnoty zlomku
z + 33y
33z +y

pro nezaporna realna ¢isla x, y, kterd nejsou soucasné rovna nule?
Jan Mazdk

Resent. Vzhledem k tomu, Ze x a y jsou nezdporné reilna ¢isla, plati

2 2
- - 1
x+33y x+33(33z+y)—33*x (33 G <33

33z +y 33z +y Br+y

Diky symetrii vzhledem k proménnym z a y také plati

1
y + 33w <33, tedy ekvivalentné — < i 33y.
33y +x 33 7 33z +y
Hodnoty zlomku jsou tak z intervalu (1/33;33). Hodnotu 33 tento zlomek
nabyva pro z = 0. Pro libovolné realné ¢islo a z intervalu (1/33;33) a
libovolné kladné realné ¢islo z je ¢islo
33a —1
x
33—a
ziejmé nezaporné, dosazenim do vyse uvedeného zlomku dostaneme, ze
jeho hodnota je rovna
33a —1
33_a  _ 33—a+33% 33 .
33a—1 332 -33a+33a—-1
33—a

Uvedeny zlomek tak nabyva vSech hodnot z intervalu (1/33;33)

z+ 33

33x +

Spravna feSeni zaslali Karol Gajdo$ z Trnavy, Frantisek Jdachim z Vo-
lyné, Miriam Baresovd, G Dobruska, Martin Bryja a Alexander Kostdl, oba
G Brno, tt. Kpt. JaroSe, Bartosz Depta, Pawet Chwiedoruk, Dawid Rotman
a Bartosz Wieczorek, vsichni II LO Tarnowskie Gory (Polsko), Lukds Cha-
lupnik, SPSE a G Praha 10, V Uzlabing, Erik Jezek, SSPS a G Praha 5,
Petr Karlik, G Praha 10, Vodéradska, Lukds Komin, G Praha 4, Opa-
tov, Veronika Mensikovd, AG Praha 2, Korunni, Helena Muchovd, GJK
Praha 6, Ondrej Neveiil, G Zabieh, Lucian Poljak, GJS Pierov, Michal
Rocek, SPS a VOS Liberec, gtépdn Sikora, G Praha 7, Nad Stolou, Petr
Stary, G Ceské Budégjovice, Jirovcova a Fva Martikdnovd, MG Opava,
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Uloha 302

Na pocatku stélo zbozi ve dvou prodejnach stejnou ¢astku A. Nékolikrat
si tyto dvé prodejny konkurovaly nasledujicim zptisobem. Pokud jedna
prodejna zménila cenu zboZzi o p procent, p € Z, 0 < |p| < 100, druha
prodejna vzapéti cenu zménila o stejny pocet procent opaénym smérem
(napt. pokud jedna prodejna cenu zvysila o 3 %, druha ji o 3 % snizila a
naopak). Po k takovych zménach se ukazalo, Ze zboZi v obou prodejnach
stoji opét stejné. Uréete nejvyssi moznou vyslednou cenu toho zbozi. Ulohu
feSte pro a) k=4, b) k = 3.

Jaroslav Zhouf, Pavel Caldbek

Resent.

a) Ozna¢me p; pro i € {1,2,3,4} jednotlivé procentni zmény cen zbozi
v prvinim obchodé. Po téchto zménach mé zbozi cenu

P1 b2 P3 P4
N =a (i 4g5) (1 55) (4 305) (1 150)
+ 100 + 100 + 100 + 100

Zbozi ve druhém obchodé stoji stejnou ¢astku, ktera je nyni rovna

V=4 (1= 155) (1= 160) (1~ 100) ('~ 150

Vynasobenim piedchozich rovnic dostaneme

N (1o PN (- Y (B (P
1002 1002 1002 1002

Jelikoz p? < 1002, vidime, Ze cena zboZi se jisté zmensi, jeho nejvétsi
mozna hodnota nastane pro p? = 1 a bude

4 2 2\ 2 2
1 100- -1 99 -101
N<A l—— | =A(———— ) =A| ——— ] =0,9998A.
= ( 1002> ( 1002 ) ( 1002 ) ’

Tato hodnota je dosazitelna, sta¢i aby v kazdém obchodé dvakrat zvysili
cenu o 1 % a dvakrat ji o toto 1 % snizili, tj. napf pro p; = py = 1,
ps =ps=—L

Nejvyssi mozné cena zbozi po ¢tyfech zménéach je uvedena vyse a je
pfiblizné o 0,02 % mensi nez cena plivodni.

b) Podobnymi tvahami jako v pFedchozim FeSeni zjistime, Ze cena zbozi
se op&t snizi. OvSem nyni jiZ neexistuje Zadné poradi zmén ceny o 1 %
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takové, aby po tfech opacnych zménéch byla v obou obchodech stejna
cena. Hledame tedy takové celd ¢isla p1, pa, p3, pro kterd podle zadani
plati 0 < |p;| < 100 a soucasné je kone¢né cena v obou obchodech stejna,
tj. plati

(L 2) (14 22) (1 2 - (1o Y (1o 22y (o ),
100 100 100 100 100 100
neboli (100 + p1)(100 + p2)(100 + p3) = (100 — p1)(100 — p2)(100 — p3).
Upravou této rovnice dostaneme

100*(p1 + p2 + p3) + p1paps = 0. (1)

Jelikoz 5% d&li prvni s¢itanec, musi délit i druhy, tedy soucin p;paps. Podle
zadani plati |p;| < 100, tedy kazdé z ¢isel p; je délitelné nejvySe druhou
mocninou prvodisla 5.

Nejprve necht dvé z &isel p; jsou délitelna 25, bez Gjmy na obecnosti
predpokladejme, Ze p; = 25k; a po = 25k, kde k; € {-3,-2,—1,1,2,3}.
Dosazenim do rovnice (1) dostaneme po tpravé

_400(k1 + kg)
kiko + 16

Podle zadani je ps # 0, tedy ki # —ko. Soucet ki + ko je celé ¢&islo
mezi —6 a 6, jmenovatel k1 ko + 16 uvedeného zlomku miize nabyvat hod-
not {10,13,14,17,18,19, 20, 22,25} — vylou¢ili jsme hodnoty 16 — 9 = 5,
16 —4 =12 a 16 —1 = 15, které nastanou jen v pfipadé k1 = —k,. Vidime,
ze jmenovatelé 13, 14, 17, 19, 22 jsou délitelné velkymi prvocisly, ktera jsou
nesoudélna s Citatelem, ¢islo ps tak jisté nebude celé. Zbyvajici hodnoty
jmenovatelt rozebereme jednotlivé.

e Pokud je jmenovatel 10, potom {k1,k2} € {{—2;3},{2; —3}}. V tomto
pripadé je ps = +40. Rovnice (1) tak ma feSeni

p3 =

(—50;75; —40),  (75;—50;40), (50; —75;40), (—75;50;40).

Vidime, Ze prvni a tfeti feSeni jsou vzajemné reakce prvniho a druhého
obchodu, podobné druhé a &tvrté feSeni. Prvni a druhé resp. tfeti a
¢tvrté TeSeni se lisi jen pofadim zmén. Ve vSech piipadech tak bude
vysledna cena zbozi

Neal(1-9Y (1o BN (120 _, L 73 21,
100 100 100 2'4'5 40
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e Jmenovatele 18 dostaneme v pifpadé {k1, k2} € {{2;1},{-2; -1} }, po-
tom ovSem p3 = +200/3 neni celé ¢islo.

e Jmenovatele 20 dostaneme v piipads {ki,k2} € {{2;2},{-2;—2}}.
V tomto p¥ipadé je ps = £80 a rovnice (1) m4 FeSeni

(50; 50; —80),  (—50; —50; 80),

ktera jsou vzajemnou reakci obchodt na sebe. V tomto pfipadé je vy-
sledné cena zbozi

v (1a PO (L BN (Y3319
100 100 100 2 2 5 20
e Konetng, kdyZ jmenovatel je 25, plati {ki,ko} € {{3;3},{-3;—3}}.
Potom ps = +96 a rovnice (1) ma FeSent
(75;75;—96), (—T75; —75;96),

kteréa jsou vzajemnou reakci obchodu na sebe. V tomto pfipadé je vy-
sledné cena zbozi

1 4
N=A 1+E 1+E 1_% :AzzfzigA
100 100 100 4 4 25 400
Ziskali jsme t¥i mozné feSeni, z nichz nejvétsi mozné je N = %A.
Nyni rozebereme piipad, kdy jedno z &isel p; je délitelné 52 a zbyvajici
dvé jsou délitelné 5. Bez Gjmy na obecnosti p; = 25k1, po = 5ko, p3 = bk,
kde k; € {—3,-2,-1,1,2,3}, ko, ks € {—24,-23,...,24}. Dosazenim do

rovnice (1) dostaneme
100%(25k; 4 5ko 4 5k3) + 5%k1koks = 0,
coZ po upravé dava
5- 16(5k1 + ko + ]413) + k1koks =0,

odkud vidime, Ze jedno z Cisel ks, k3 musi byt délitelné 5. Tuto situaci
jsme vsak jiz Fesili vyse.

Nejvyssi mozna dosazitelnd cena tak v pfipadé k = 3 je N = %A.
Ta nastane, pokud jeden z obchodt bude ceny ménit v néjakém poradi
0 75, —50 a 40 procent, resp. o ¢isla k nim opacna.

Netuplna feSeni zaslali Karol Gajdos z Trnavy, Veronika Mensikovd, AG
Praha 2, Korunni a Bartosz Wieczorek, II LO Tarnowskie Gory (Polsko)

Pavel Caldbek
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