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Ucitel matematiky muze ve vyuce zvySit motivaci zakt vhodné zvo-
lenou slovni tlohou. Ta ilustruje vyuziti matematického aparatu mimo
matematiku; predevSim ale jejim FeSenim aktivné rozviji Zaci své kompe-
tence a schopnosti matematizace, tj. abstrakce, zjednoduSeni a prevedeni
zadaného problému na matematickou tlohu. V ucebnicich a ve vyuce se
tak muzeme setkat tfeba se slovnimi tlohami vedoucimi na feSeni soustav
linedrnich rovnic, vypocet povrchu ¢ objemu télesa nebo aplikaci trigono-
metrickych vét.

V dotaznikovém Setieni, které autor ¢lanku provedl mezi uéiteli na
Ceskych gymnaziich, mélo 127 respondentid u kazdého z 18 tematickych
okruht stFedogkolské matematiky') uvést pocet obvykle zadavanych aloh
v hodinach matematiky, jejichz zadani odkazuje na situaci nebo jevy mimo
Skolskou matematiku. Nejvétsi podil respondentti, kteff uvedli odpoved
,0“, mél okruh Funkce, rovnice a merovnice s absolutni hodnotou, a to
priblizneé 49 %. Tato skutecnost je v souladu s tim, Ze se v kapitolach
o absolutni hodnoté v bézné uzivanych ucebnicich (jmenovité ucebnici [2]
nakladatelstvi Prometheus nebo uéebnici [3] a pracovnim sesitu [4] fady
Didaktis) takové tlohy nevyskytuji viibec. Nevyskytuji se rovnéZz ani ve
specializované sbirce aplika¢nich tloh [5].

V tomto ¢lanku proto pfedstavime dvé slovni tlohy, které vyfesime
uzitim funkci s absolutnimi hodnotami. Konkrétné budeme vyuzivat ge-
ometrického vyznamu absolutni hodnoty rozdilu |a — b| jako vzdalenosti
obrazl redlnych ¢isel a a b na ¢iselné ose.

Uloha 1 (Zdravotnické stanovisté na bézeckém zavodg)

Na bézecké trase dlouhé d km se nachazi n riznych kontrolnich sta-
novist, ne nutné rovnomérné rozmisténych. Kromé nich je tfeba na trat

D P¥i sestavovani okruht autor vychézel z platného RVP pro gymnéazia [1], nap¥. byly
vymezeny okruhy Kvadratické funkce, rovnice a nerovnice, Stereometrie nebo Pravdé-
podobnost.
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umistit také jedno zdravotnické stanovisté. Z ného by zdravotnici méli
byt schopni se co mozna nejrychleji dostat ke startu, cili i vS§em kontrol-
nim stanovistim. Kam méme zdravotnické stanovisté umistit, aby soucet
jeho vzdalenosti od vS8ech kontrolnich stanovist, od startu a od cile byl co
nejmensi? Predpokladejme, Ze zédvod konéi jinde neZ zacal a Ze neexistuje
kratsi cesta mezi stanovisti nez po zavodni trase.

Pozndmka: Z ohledem na rozsah tohoto ¢lanku formulujeme tlohu rov-
nou obecné, zakim je v8ak mozné tlohu nejprve formulovat pro konkrétni
udaje. Napf.:

o délka trasy je 45 km, t¥i stanovisté jsou na 13., 26. a 37. kilometru;

e stejné délka trasy, ale stanovisté jsou ¢tyfi, a to na 17., 30. a 35. a
40. kilometru.

Regeni obou variant bude patrné z obecného postupu, ktery nyni popiSeme.

Reseni. Necht se zdravotnické stanovisté nachézi na a-tém kilometru
trasy dlouhé d km a kontrolni stanovisté se nachazi postupné na x;-tém,
To-tém, ..., x,-tém kilometru trasy, kde 0 < z1 < z2 < ... < z, < d.
Vzdalenost zdravotnického stanovisté od startu je pak rovna x, vzdalenost
od cile je rovna (d — x) a vzdalenost od k-tého stanovisté je dle geomet-
rického vyznamu absolutni hodnoty rovna |z — xg|.

Funkce f, jejiz minimum nyni budeme na intervalu (0;d) hledat, ma
proto predpis tvaru

fl@)=z+|z—ai|+ |z —z|+...+ |z —2p]|+(d—2x) =
=lz—z|+|lz—22| +... + |z — 2| + d.

Vyjadreme predpis funkce f v jednotlivych intervalech (0; x1), (z1;z2), ...,
(Tn—1;2n), (x,;d) tak, aby neobsahoval Zadné absolutni hodnoty. To pro-
vedeme dobfe znamym odstranovanim znakt absolutnich hodnot v zavis-
losti na znaménku zastoupeného dvojcélenu. Postup je podrobnéji popsan
napf. v feSeném piikladu 3 u¢ebnice [2, str. 45].
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Ve sloupcich tabulky 1 jsou pro kazdy interval vyjadfeny dvojcleny,
kterymi nahradime vyrazy s absolutnimi hodnotami v predpisu funkce f.
V poslednim Fadku je pak uveden predpis linearni funkce, ktera je na da-

ném intervalu identicka s funkci f; ko, ..., k, jsou pfitom jisté realné kon-
stanty.?) Vechny tyto linearni funkce ozna¢me postupné fo, fi,..., fn_1
a fn-

z € (0;z1) x € (r1;22) T € (x2;23) ... TE{(Tp-1;Tn) T E (Tn;d)
| — 21| 1 —T T —x1 T —x1 T —x1 T —x1
|z — 22| To — T To — T T — To T — To T — To
|z — x3| T3 — T3 — T3 — T — 3 T — 3

|t — Tn—1|| Tn-1 — = Tpo1 —T Tp_1—T T — Tp_1 T — Tp_1
|z — zn| Ty — T Ty — T Ty — Ty — T — Tn
f(x) —nx+ko —(n—2)x+ki —(n—4)z+k2...(n—2)x+kn_1 nzr+kn

Tabulka 1: Vyrazy v absolutnich hodnotach a vyjadfeni funkce f v dil¢ich
intervalech

Podivejme se nyni na smérnice grafii uréenych linearnich funkef; v§im-
néme si pritom, Ze se v fadé zvétsuji o 2. Pro licha n to znamena, ze zddné
z téchto smérnic neni nulovi. Oznacime-li tehdy m = ”'QH, maji grafy
funkci fo,..., fm—1 zdpornou smérnici a grafy funkci f,,,..., fn kladnou
smérnici. To znamena, Ze pro licha n je cela funkee f na intervalu (0; z,,)
klesajici a na intervalu (z,,; d) zase rostouci.?) Odtud dostavame, ze v bodé
T, musi byt minimum funkce f, a proto musi byt pro licha n zdravotnické
stanovisté na ("'2"1 )-tém stanovisti. Piklad grafu funkce f pron = 3 je na
obr. 1 vlevo.

Pro suda n je jedna ze zkoumanych smérnic nulova, a to smérnice grafu
linearni funkce f,, kde p = 5. Na intervalu (0;z,) je tak celd funkce f
klesajici, na intervalu (zp;z,11) konstantni a na intervalu (zp41;d) ros-
touci. Miniméalni hodnoty tak nabyva funkce f v libovolném bodu inter-
valu (x,; pt1). Pro suda n proto miZzeme zdravotnické stanovisté postavit

n+2

kdekoli mezi Z-tym a ("3=)-tym stanovistém. Pitklad grafu funkce f pro

n =4 je na obr. 1 vpravo.

2)Hodnoty vsech konstant k; se daji presné vyjadiit soucty nebo rozdily parametrt
1, ..., Tn a d, pro dalsi FeSeni tlohy je vSak nepotfebujeme.

3)Spravné bychom zde jesté méli poznamenat, e je funkce f vzhledem ke svému
predpisu spojita.
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Obr. 1 Piiklady grafa funkce f pron=3an =4

Na zavér poznamenejme, Ze pokud bychom zaktm zadali zjednodusené
verze ulohy s pevné zvolenymi parametry, jak jsme je navrhli v poznamce
pred FeSenim, muselo by byt zdravotnické stanovisté na 26., resp. kdekoli
mezi 30. a 35. kilometrem trati.

Uloha 2 (Modely vykonnosti IT oddé&leni)

Vedouci IT tseku, ktery se zabyva feSenim problémi jedné nejmenované
korporétni firmy, chce mit k dispozici model vykonnosti svého oddéleni.
Zédany model ma v zéavislosti na po¢tu problému pfedpovédét pribliznou
dobu jejich vyFeseni.*) Vedouci si pro sebe provedl ¢tyfi méfeni: pfi prvnim
zvladl tym vyfesit 7 problémi za 9 minut, pii druhém 10 problémi za
10 minut, pfi tfetim 15 problémi za 19 minut a pfi ¢tvrtém 4 problémy
za b minut.

a) Ktery druh funkce z nasledujiciho seznamu bude nejlépe modelovat
popsanou zavislost (z zna¢i po¢et problémi, y pot¥ebny ¢as v minu-
tach)?

i) konstantni funkce f: y = b;b € R;
pifma ameérnost f: y = ax;a € R\ {0};

obecné linearni funkee f: y = ax + b;a,b € R\ {0};

11

iii

—_ —— —

iv) nepifma amérnost f:y = %;a € R\ {0}.

b) Najdéte konkrétni predpis funkce, ktery byste predlozili jako idealni
model vedoucimu IT oddéleni.

4) Predpokladame piitom, Ze vSechny problémy maji srovnatelnou obtiZznost.
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Regeni. S rostoucim poé¢tem problému roste také doba potiebna k je-
jich TeSeni, proto vhodnym modelem nebude konstantni funkce ani ne-
prima tmérnost. Protoze navic vyfesit 0 problémii zfejmé tymu nezabere
zadny Cas, vhodné modely budeme hledat pouze mezi funkcemi, které jsou
pfimymi imérnostmi. Zadna z nich vsak nebude jednozna¢né ,idedlnim
modelem*; body [0;0], [7;9], [10; 10], [15; 19] a [4; 5] totiZ nelezi na pFimce.
Popiseme nékolik modeli, které je mozné zédktm ukazat nebo na které
mohou Zaci sami prijit.

Patrné nejjednodussi model ziskdme nasledujici avahou: tym celkové
vytesil 36 problémi za 43 minut, tedy jeden problém vyfesil primérné za
g—g min = 1,19 minut. Hledana pfima timérnost proto bude mit pfedpis ve

tvaru
43

flzy:%x.

Druhy model uz bude vyuzivat absolutnich hodnot. Nazvéme jeho ur-

¢eni metodou nejkratsich tisecek a ilustrujme ji na piikladu se tfemi zada-
nymi body [z1;y1], [72;92] a [z35ys] (viz obr. 2).

A Y
fry=ax

QLY -+

AT A A

O T ) T3 T

A\

Obr. 2 Metoda nejkratsich tsecek

Nasim tkolem je najit funkci f: y = az takovou, Ze t¥i zvyraznéné
usecky, které reprezentuji rozdily mezi ,,idedlnimi“ a ,skuteénymi“ body,
budou v souCtu co nejkratsi. Matematicky proto minimalizujeme vyraz
s proménnou a, ktery ma vyjadieni

If(z1) — 1| + [f(z2) — ya| + [f(73) — ya| =
= lax1 — y1| + |axa — yo| + |axs — y3].
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Nyni se vratme ke konkrétnim tadajum ze zadani tlohy. Regenfm bude
takova funkce f5: y = ax, pro kterou vyraz

|f2(7) = 9] + [f2(10) — 10] + [f2(15) — 19| + | f2(4) — 5]
nabyva nejmensi mozné hodnoty. Dosazenim fs(x) = ax dostavame vyraz
[7Ta — 9] + |10a — 10| + |15a — 19| + |4a — 5|,

jehoz hodnota je zavisla pouze na parametru a. Budeme tedy hledat bod,
ve kterém ma minimum nové vytvorena funkce

g(a) =|7a — 9] + |10a — 10| 4 |15a — 19| + |[4a — 5].

Rozlozime R na sjednoceni disjunktnich intervalt oddélenych nulovymi
body vyrazu v jednotlivych absolutnich hodnotéch a vyjadiime funkci g
v kazdém z téchto intervala predpisem bez absolutni hodnoty. Mnozina
v8ech takovych nulovych bodi je {17 %, %, %} V tabulce 2 je v kazdém
z péti vzniklych intervali vyjadien kazdy ze s¢itancu i predpis celé funkce g
bez absolutnich hodnot.

(=003 1) (13 (318 (%) (3:%)
|10a — 10| | —10a + 10 10a — 10 10a — 10 10a — 10 10a — 10
|[4a — 5] —4a+5 —4da+5 da —5 4a —5 da —5
|[15a — 19| | —15a+19 —15a+19 —15a+ 19 15¢ — 19 15a — 19
[7a — 9 —Ta+9 —Ta+9 —Ta+9 —Ta+9 Ta —9
g(a) —36a +43 —16a + 23 —8a + 13 22a — 25 36a — 43

Tabulka 2: Vyrazy s absolutnimi hodnotami a vyjadieni funkce g v dilé¢ich
intervalech

Vidime, Ze v intervalu (—oo; %> je funkce g klesajici, nebot v kazdém ze
t¥1 dil¢ich intervalii je smérnice grafu pifslusné linearni funkce zaporna.”)
V intervalu <%;m) je naopak funkce g z obdobnych divodi rostouci.

Proto je v bodé a = }—g minimum funkce g a hledané pfiméa tmeérnost mé
predpis
19
f2: Yy = E xX.

5) Jako v piedchozi tiloze bychom spravné jesté méli vzit v avahu spojitost funkce na
feCeném intervalu.

266 Matematika — fyzika — informatika 34 (4) 2025



Graf této funkce je znazornén na obrazku 3; bodem [15; 19] pfimo prochazi,
u dvou ze t¥i zbylych bodu jsou tsecky tak kratké, Ze na obrézku témér
nejdou vidét.

19

@) 4 7 10 15
Obr. 3 Vysledny model podle metody nejkratsich tsecek
Stru¢né poznamenejme, Ze je u této ulohy mozné také predstavit zaktm
prakticky velmi vyuzivanou metodu nejmensich ¢tverct, ktera je ve vétsiné
piipadu kvuli absenci potfebného matematického aparatu stfedoskolakim
nepfistupna. Zde vSak diky tomu, Ze hledame pfedpis pfimé tmérnosti
fs: y = ax, minimalizujeme vyraz

(f3(7) = 9)* + (f3(10) — 10)* + (f3(15) — 19)* + (f3(4) — 5)* =
= (7Ta — 9)? + (10a — 10)? + (15a — 19)* + (4a — 5)?,

tedy hledame minimum kvadratické funkce proménné a. Vypocet provadét
nebudeme, ¢tenafi si vSsak mohou ovérit vysledek

6
Y= -2

f3:y 5
Tim je naSe feSeni ¢asti b) u konce. Na misté je vSak vSechny t¥i modely
validovat; jaké jsou jejich prednosti a slabiny? Vidime, Ze i kdyz se vysledné
amérnosti f1, fo a fs lisi (zejména funkce fo oproti zbylym dvéma funkcim,
viz obr. 4), miZe se vzhledem k malym rozdilim zdat hledani funkce f3
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nebo fy zbyteéné komplikované.’) Panu vedoucimu by pro realny odhad
¢asu bohaté vystacila funkce f1, jejiz predpis jsme ziskali nejsnadnéji. Uveé-
domme si v8ak, ze tento postup je mozny jen v piipadé, Ze je hledana
funkce p¥iméa tmeérnost. Pokud bychom hledali napfiklad obecnou linearni
funkci f: y = ax + b, primér by k jednozna¢nému urceni parametrii a a b
nestacil. Zdiraznéme vsak, ze kviili nejednozna¢nému zadani ulohy nelze

rict, ktery ze tii modelu je ,,spravny“!

AY
19 |
f,
7 fa
fi
10 | 4
9,,
5,,
xr
o 4 7 10 15

Obr. 4 Srovnani vSech t¥i modela

V praxi se u podobnych tloh na aproximaci funkce podle nékolika za-
danych funkénich hodnot pouZivd zejména metoda nejmensich Ctverci.
Oproti metodé nejkratsich tsefek mé tu vyhodu, Ze pfi ni lze vyuzit dife-
rencialniho po¢tu. Ten se u funkci, v jejichZ predpisu vystupuji absolutni
hodnoty, da pouzit jen s komplikacemi v podobé déleni defini¢niho oboru.
V naSem konkrétnim pripadé bychom navic stejné skonéili u porovnavani
smérnic, jako jsme to udélali. Poznamenejme vsak, Ze jiz na hledéni pred-
pisu obecné linearni funkce f: y = ax + b prostiedky stFedoskolské mate-
matiky nestaci, nebot bychom museli najit extrém funkce dvou nezavislych
proménnych a a b.

Metoda nejmensich ¢tverci mé v8ak také nevyhodu; oproti metodé nej-
kratsich tsecek je snadno ovlivnitelna odlehlymi hodnotami, nebot se velké

6)Velmi podobny pritbéh funkei f1 a f3 jde vidét i porovnanim smérnic jejich grafi:
43 6 _

36 ¢ 5~ 35°
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odchylky zapo¢itavaji s umocnénou vahou. To jde vidét i na obr. 4, kde je
piimka f; blize odlehlému bodu [10; 10].
Zaveér

Matematizaci obou uvedenych slovnich tloh jsme je pfevedli na ob-
dobny matematicky problém, a to na minimalizaci funkce s absolutnimi
hodnotami. ObtiZnost prvni tlohy lze snadno ménit po¢tem stanovist a méa
proto potencial byt vyuzita také jako gradovana uloha s nejtézsi, zobec-
nénou variantou. Naopak nejjednodussi verze tlohy s jednim nebo dvéma
stanovisti by nemusela délat problémy ani Sikovnym zéktm zakladni Skoly.

Druhé z tloh je zase zajimava tim, Ze, i kdyz to tak nemusi na prvni
pohled vypadat, neni jednozna¢né zadané. Zaci mohou byt ¢asto presveéd-
¢eni, Ze slovn{ tlohy v hodindch matematiky jsou formulovany jednoznaéné
a maji jediny ,spravny* vysledek. Tato presvédéeni jim mohou pozdéji
branit v FeSeni oteviengjsich, ale realité blizsich problému, viz [6, str. 21].
Zarazovanim podobnych tloh tak muze ucitel tato mylné presvédéeni osla-
bovat.

Podékovani
Prispévek vznikl s podporou projektu MUNI/A /1569,/2024.
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