Objavovanie na hodinach
matematiky I

MATUS STANA
Gymnézium M. M. Hodzu, Liptovsky Mikulas, SLOVENSKO

Matematické myslenie ma v sidasnosti velky vyznam. Na Skolach pri-
pravujeme mladych Tudi, Ziakov, aby vedeli fungovat v takom spolocen-
skom a pracovnom prostredi, o ktorom dnes vela nevieme. ZaZzivame tech-
nologicky progres s rychlym nastupom umelej inteligencie. Je zrejmé, ze
to otrasie pracovnym trhom. Mnohé povolania tak, ako ich pozname dnes,
nebudi existovat. A vznikna tiez také, o ktorych dnes nemame Ziadnu
predstavu. O to naliehavejsia je otazka, ktord vzdeldvaci systém zamest-
navala a zamestnava vzdy. Co je potrebné mladého ¢loveka naucit? Co
potrebuje vediet, aby vedel byt uplatnitelnym?

Jednou z oblasti, ktoré mozeme skimat, je obsah. V minulosti bola
vedomost, poznatok, zasadnou konkurencénou vyhodou. V globalizovanej
dobe, ked st informéacie dostupné prakticky komukolvek a kedykolvek,
sa vSak uz takto ziskana konkuren¢na vyhoda nezda dolezita. V Ziadnom
pripade nechceme relativizovat otédzku obsahu vzdelavania, je nevyhnutné
mat dobry material pre to, aby sa ¢lovek mohol ué¢it. No déraz by sme
mali zamerat uZ nie na samotnu informéciu, ktora sa ¢lovek nauci, ale na
to, ako vzdelavaci obsah podporuje proces ucenia sa ziaka. Dostavame sa
tak k druhej dolezitej oblasti, nad ktorou by sme sa mali zamyslat. A tou
je forma. Ako nastavit vzdelavaci proces tak, aby sa Ziak efektivne ucil?
Aké metody a formy pouzit? Aké tlohy a problémy zadavat?

Uvedené otazky si rozhodujice aj pre vyucovanie matematiky na za-
kladnych a strednych 8kolach. Matematika nie je len veda opisujiica svet.
Nie je to len zoskupenie niekolkych definicii a vztahov, ktoré sa Ziak méa
naucit a pomocou nich vyriesi ur¢ita sadu pripravenych tloh. Matematika
je o mysleni, je o pristupe k poznavaniu sveta. Ak prijmeme tento pohlad,
znamena to, Ze aj na hodindch matematiky musime ako uditelia chciet, aby
ziaci nielen reprodukovali naucené vzorce. NaSa snaha je zamerana na to,
aby sme ziakov naudili matematicky mysliet. Co to vsak znamena v praxi?

Predkladany text vychadza zo skiisenosti jeho autora, ktory pracuje
ako uéditel matematiky na strednej Skole — gymnéaziu. Na vyssie polozené
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otazky neexistuju jednoduché odpovede. Kazda trieda, kazdy ziak je iny.
Co funguje v jednej skupine, v druhej uz fungovat nemusi. Co sa ukaze
ako efektlvne dnes, zajtra uz takym nebude Prlklady uvedene v clanku

v matematickej obci.

Uc¢enie sa v matematike

Ludsky mozog dokaZe realizovat rdzne procesy s odlisnou mierou naro¢-
nosti. Je to vSeobecne znamy poznatok, ktory sa odzrkadluje v teoretic-
kych modeloch znamych ako taxonomie kognitivnych (alebo inych) fun-
kcii. Existuje ich viacero. Bloomova taxonémia, jej revidovana podoba
(Krathwohl-Anderson), Niemierkova klasifikdcia a pod. Nie je cielom
¢lanku ich vzajomne porovnéavat & popisovat. Je to ale jasna ilustracia, Ze
¢innosti, ktoré nas mozog realizuje, st rozne. Schopnost zapamétat si infor-
maéciu je sice vychodiskova a zakladna schopnost vysSej nervovej stustavy,
no bolo by malo ostat len pri nej. Na fiu je potrebné nadvazovat dalsimi
procesmi. Vzhladom na nejasné vyzvy v budtcnosti je tiez doélezité, aby
mlady ¢lovek (Ziak) vedel to, ¢o sa nauéi, uplatnit aj v podmienkach, na
ktoré sa nepripravil. Mnohi autori hovoria o tzv. metakognitivnych schop-
nostiach [1, 5]. Nestaci, ak Ziak vie excelentne zadefinovat konjunkciu ¢i
disjunkciu a bez akychkolvek problémov vyplni tabulku pravdivostnych
hodnoét pre dant vyrokova formu zapisani pomocou premennych. Je to
maéalo platné, ak si v dospelosti ako manazér pre¢ita nejakd legislativu,
ktora sa tyka jeho podnikania, ale pouziti matematicku logiku v nej ne-
uvidi.

Ak chceme, aby Ziak bol schopny pouZivat svoje matematické schop-
nosti prirodzene aj pri rieSeni problémov, s ktorymi sa eSte nestretol, je
potrebné mu aj v Skole na to vytvorit prileZitost. Ucenie sa Zziaka musi
byt uz v gkole aktivne, Zziak potrebuje priestor pre experimentovanie, pre
modelovanie. V naSom prostredi je znamy pristup didaktického konstruk-
tivizmu, ktory formulovali M. Hejny a F Kufina [3]. Vnima matematiku
ako proces, nie len vysledok. Déraz je na vlastnej préci ziaka, jeho objavo-
vani, na interakcii aj so spoluziakmi v triede. Tento pristup je zdkladnym
didaktickym vychodiskom, o ktoré sa autor tohto ¢lanku opiera. Sme si
v8ak vedomi, Ze realne uplatiiovanie tohto konceptu naréza na praktické
obmedzenia. Vytvorit Ziakovi priestor objavovat je ¢asovo narocné, kladie
to Specifické poziadavky na pracu ucitela a najmé, je potrebné vytvorit
prostredie, ktoré je objavovaniu naklonené. Tu myslime najma na prob-
lémy a tlohy, ktoré Ziaci riesia.
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V dalsom texte sa zameriame na posledni z vyssie uvedenych prekazok.
Aké problémy pred Ziaka poloZzit, aby mal priestor objavovat? Len stru¢ne
uvedieme, Ze po organizacnej a formélnej stranke realizujeme niZsie uve-
dené aktivity na volitelnych predmetoch z oblasti matematiky, kde nas
nelimituju vzdelavacie Standardy ¢ cielové poziadavky.

Zakladnou otézkou teda je, aky problém Ziakovi pontuknut, aby mal
moznost objavovat. Na jednej strane nemoze ist o problematiku vel'mi jed-
noduchd, pre Ziaka rutinni. Musi mat priestor na objavovanie. Na druhej
strane, ak zvolime prili§ naro¢né problémy, Ziak moze rychlo stratit moti-
vaciu, resp. objavovanie bude pre neho prakticky nemozné, lebo nema na
¢om stavat. V naSej praxi sa nadm osveddila oblast teorie grafov. Tejto ob-
lasti sa Standardne na strednych ¢ zakladnych $kolach nevenujeme (aspoi
v slovenskom prostredi). Tato namietku si uvedomujeme. Teoériu grafov
vSak pokladame za vhodnu ilustraciu a ak bude mat ucitel na jej zaclene-
nie urcity priestor, odporicame to. Ci uz na nejakom volitelnom predmete
z matematiky, Skolskom krizku alebo ak ucitelovi ostane ¢as aj na beZnej
hodine matematiky.

Teoéria grafov ako priestor pre objavovanie

Uz malé deti sa stretnti s problémom kreslenia jednym tahom. Kres-
lime domceky ¢i iné objekty. Prave kreslenie jednym tahom stélo aj pri
zrode teorie grafov. Tuto problematiku sme si ako predmet skiimania pre
volitelny predmet Seminar z matematiky vybrali z niekol'kych dévodov.

Prvym je jednoduchost a intuitivnost rieSenia problémov. Ako uvidime
na vzorovych tulohach niz8ie, k rieSeniu mnohych problémov z teorie grafov
mozno pristupit velmi intuitivne. Netreba poznat Ziadne vstupné definicie
¢i fakty. Je mozné si zaviest spolo¢ny pojmovy aparat (graf, vrchol, hrana),
no nie je to nevyhnutné. Zadané problémy riesi ziak experimentovanim.
Skuga, skiima, premysla a hlad4 algoritmy. Podl'a veku a vyzretosti Ziaka
je moZné ocakavat roznu troven abstrakcie a v8eobecnosti pri formulécii
algoritmov.

Druhym dévodom je motivaény potenciél. Je to nieco iné, ako to, na ¢o
st ziaci na hodindch matematiky zvyknuti. Casto st tieto problémy pre
ziakov zaujimavé. NavySe, k teorii grafov existuje velké mnoZstvo praktic-
kych aplikacif, ktoré aj ziak povazuje za naozaj uzito¢né (dopravné siete,
inzinierske siete, manaZérske rozhodovanie a pod.).

Tretim dovodom je dobra praca s problematikou na hodine z pohladu
ucitela. Ucitel moéze davat dopliiujice otézky, upravovat zadania, reagovat
na dianie v triede.
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V neposlednom rade treba zdoraznit, Ze rieSenie problémov z tejto ob-
lasti je vhodné ¢i pre Ziaka druhého stupna zakladnej Skoly alebo pre stre-
doskolaka. Sta¢ia minimélne zmeny vo formulécii tilohy. Skiisenosti autora
s pracou v triede su pozitivne. Aj ziaci, ktori st v klasickej skolskej ma-
tematike slabsi, sa tu vedia najst. Autor na tychto tulohach pracuje so
Ziakmi tretieho ro¢nika gymnéazia (17-18ro¢ni Ziaci). PouZiva ich na pred-
mete Seminar z matematiky, ¢o je volitelny predmet, no nevyberaji si ho
len Ziaci so zdujmom o maturitu z matematiky. V skupine je priblizne 18
ziakov a vzhladom na podmienky Skoly, kde autor pracuje, su aktivity na-
vrhnuté na cca 70 minat (seminar je organizovany ako ,dvojhodinovka®).
Tieto informécie uvadzame len preto, aby bol zrejmy kontext, v akom Ziaci
pracuju. V dalsom texte uvadzame tri ilustracie. Tri priklady, ktoré sme
na hodinach rie$ili. K nim pripdjame aj komentare a poznamky, ktorych
cielom je ilustrovat reakciu ziakov na hodine a ich naslednu spatnu vizbu.
Celkovo sme sa téme venovali v rdmci dsmich lekcii. Kazdua lekciu tvorila
jedna vyucovacia jednotka (v tomto pripade dvojhodinovka).

Problém 1

Na obrazku 1 je plan datového rozvodu v starSej budove. Kabelaz je
potrebné vymenit a siet zjednodusit, nakolko jej neprehl'adnost predrazuje
adrzbu. Cisla medzi uzlami vyjadrujt vzdialenost uzlov (minimalnu dizku
kabla medzi nimi).

Obr. 1 Graf je prevzaty z [6]

Navrhnite novy sp6sob prepojenia tak, aby ste prepojili vSetky pévodné
uzly do jednej siete, ale minimalizovali dlzku kabla, a tym aj zloZitost siete.
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Pozndmka. Postacuje, aby existovalo Tubovolné prepojenie medzi uzlami,

. . R . S » .
nie nutne priame. Napr. v pévodnej sieti bol prepojeny uzol ,c* a uzol , ]
¢o v8ak nie je nutné, ak ostani prepojené cez uzly i a ,e".

7 hl'adiska teorie grafov ide v tlohe o najdenie tzv. miniméalnej kostry.
Algoritmov, ktoré slizia na najdenie minimalnej kostry grafu, je viacero.
Ako sme vSak uz uviedli, ziaci predtym nepreberali v8eobecné poznatky a
algoritmy teorie grafov. Dostali len tuto tlohu a zacali skusat. Je priro-
dzené, ze najprv boli ich pokusy celkom intuitivne. Kazdy vytvoril nejaky
upraveny spojity graf a spocital zostavajicu dizku kabla. Do uréitej miery
takto Ziaci medzi sebou stperili o minimalnu dlzku. Mohli pracovat aj
v skupinach, diskutovat, premyslat. Ucitel postupne prechadzal jednotli-
vymi skupinami a ak to bolo potrebné, formuloval podporné otézky. V pri-
pade tejto tdlohy plati, Ze pre Ziakov predstavovala zvladnutelni vyzvu a
potreba podpornych otézok bola minimalna.

Ziaci potrebovali len ¢as. Po niekol'kych desiatkach minat svojim expe-
rimentovanim sami prisli na mnoho doélezitych skuto¢nosti. Napr. ze im
nesmi ostat ziadne cykly. Zaujimavym a dolezitym bol tiez alternativny
pohlad na tlohu. Nemusime sa na iu zamerat len tak, Ze postupne budeme
odstranovat spojenia, ale naopak, mozeme si odmysliet vSetky spojenia
(hrany grafu) a jednotlivé uzly (vrcholy grafu) pripajat postupne. Tento
postreh pokladame za vyznamny, nakol'ko ¢asto je pri rieSeni problémov
(v matematike aj mimo nej) potrebné pozriet sa na situaciu inak. Prakticky
v8etci Ziaci napokon vhodny algoritmus nagli. Na zaver sa cela skupina
spolo¢ne s ufitelom venovala presnejSej formulécii algoritmu. V skupine
sme ,objavili“ Kruskalov algoritmus miniméalnej kostry. Cel& praca trvala
ziakom do 60 minit.

Problém 2

Na obrazku 2 je schéma dopravného vlakového spojenia medzi 8 mes-
tami (oznafené ¢iernymi bodmi). Pri posielani schémy projektantovi vSak
tento schému zle pochopil a ako mesta uvazoval aj dalgie priesecniky ciest
(Gervené body na obrazku vpravo).

Je moZné schému prekreslit tak, aby k podobnému nedorozumeniu ne-
mohlo dojst?

V pripade tejto ulohy ide o problematiku rovinnych (planarnych) grafov,
t. j. takych, ktorych dve rézne hrany nemaju iné spolo¢né body okrem vr-
cholov. U¢itel vyuzil tito tlohu ako tivodni motivaciu. Praca ziakov trvala
do desat minit a nakoniec vSetci prekreslili graf v planarnej podobe. Uve-
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domili si pri tom velmi doélezitt myslienku, Ze ak chceme zachytit grafom
nejaku situéciu, je dolezité najmé dodrzat pocet vrcholov a charakter spo-
jeni. Tzn. ak ma byt vrchol A spojeny s vrcholom B, tak ich je potrebné
spojit, no na tom, kadial toto spojenie (hrana) bude viest, ¢asto nezalezi.
Predchadzajuce dve vety sme uviedli tak, ako ich formulovali Ziaci. MoZno
im vytknut uréiti pojmovi volnost, no v podstate Ziaci vnimaji vyznam
izomorfizmu (v tomto pripade izomorfizmu grafov). Pojem samotny a jeho
definiciu sa Studenti nauc¢ia na vysokej §kole, no je dolezité, Ze s touto mys-
lienkou pracuju. Je to urc¢ity princip matematického modelovania, ,,ohybat*
realitu tak, aby sa problém zjednodusoval, no zaroven, aby sa nezmenil jeho
charakter.

Obr. 2 http://matematika.reseneulohy.cz

Na tato dlohu sa na hodine nadviazalo dalsimi cviceniami. Ziaci dostali
rozne grafy (na internete je dostupna ich Siroka skala, prip. ich uéitel moze
kreslit aj sdm) a mali ich prekreslit ako rovinné. Studenti objavili, ze to
nie vzdy ide. Prikladom je aj nasledujica tloha.

Z kazdého domu maju viest 3 samostatné cesty — jedna k studni, jedna
k mlynu a jedna ku kolni (obr. 3). Ziadna z ciest nesmie krizovat ini. Ako
cesty vybudovat?

Ide o problematiku grafu K(3,3). Tento nie je mozné zakreslit ako ro-
vinny. Znovu v8ak treba ocenit skimanie Ziakov. Velmi Tahko prigli na
to, Ze sta¢i vyuzit nejaké mosty ¢i tunely. Z matematického pohladu teda
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zistili, Ze tloha sice nie je riesitelna v rovine, ale na inom type plochy ano.
Ako poznamku uvedieme eSte velmi inSpirativne hodnotenie jedného zo
ziakov, ktory si uvedomil, Zze ak by doméceky a hospodarske stavby nakres-
lil na hrniec, rieSenie by nasiel (vyuzil by pritomnost usi na hrnci).

7\ A\
A

©
o mlyn o
kélna studia
Obr. 3

Aj pri tejto ulohe plati, Ze Ziaci pracovali velmi tvorivo, nebéli sa expe-
rimentovat a diskutovali o probléme.

Problém 3

Na obrazku 4 je mapa cestnej siete fiktivneho mesta. Vsetky cesty
mozno prechiddzat v oboch smeroch s vynimkou jednosmernych tsekov,
ktoré su oznacené §ipkou: t4 oznacCuje smer, v ktorom mozno tsek prejst.
Kazdy tsek je oznaceny aj ¢asovou znackou — ¢islom, ktoré udava prie-
merny ¢as potrebny na prejdenie tiseku. Usekom vizdy rozumieme cast

cesty od krizovatky po krizovatku, pri¢om v meste si krizovatky tvaru X
a'T.

1) Za aky najkratsi ¢as sa dostaneme zo skladiska do predajne? Kadial
najkrat8ia cesta bude viest?

2) Vedeli by ste situaciu zachytit vo forme vhodného grafu? Co by pred-
stavovalo vrcholy a ¢o hrany grafu?
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3) Pokuste sa naformulovat algoritmus, ktorym by ste najkratSiu cestu
nasli aj v ovela zlozitejSom grafe.

. | IE—— J}n !
e
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W

Obr. 4

Objavit algoritmus pre hladanie miniméalne cesty v grafe je uz ovela
narocnejsie. Predstavena tloha obsahuje tri zadania. Prvé je velmi hravé
a jeho rieSenie je vzhladom na nenaro¢nt dopravnt schému dosiahnutelné.
Najkratsiu cestu ziaci nadjdu aj jednoduchym skisanim. Potrebuji k tomu
len ¢as a trpezlivost. Druhé zadanie je zamerané na zakreslenie vhodného
grafu pre dand situaciu. V tomto kroku Ziaci spoznavaju jednu z praktic-
kych aplikacii tedrie grafov a vyznam matematického modelovania. Tretia
¢ast je uz o hladani algoritmu. Ziaci pri tejto tdlohe stravili priblizne 80
mintt. Napriek tejto dizke boli ststredeni a pracovali (je potrebné pripo-
menit, Ze iSlo o volitelny predmet a tiez, Ze Ziaci st uz prakticki dospeli
gymnazisti). Samotny algoritmus sa im bez pomoci ucitela objavit nepo-
darilo. Av8ak nagli mnoho zaujimavych momentov, ktoré spolo¢ne s uéite-
Tom do algoritmu len zovSeobecnili. U¢itel presival na plane predajiiu tak,
aby ju priblizoval k Startovaciemu bodu. Pre Zziakov tak bolo prirodzenej-
Sie aplikovat zakladny princip Dijkstrovho algoritmu, t. j. graf ,objavovat*
postupne prostrednictvom definitivnych vzdialenostnych znaciek v jednot-
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livych vrcholoch (v pripade nasej tlohy je vrcholom vzdy krizovatka). Pri
tvorbe grafu, ktory by prezentoval zadanu tlohu, nemali Ziaci problém
zakreslovat ,jednosmerky* (pouZivat teda orientovany graf). Tato uloha
bola v naSej praxi zaujimava svojim poukazanim na skutoc¢nost, Ze niekedy
je ovel'a doleZitejsie objavovat ako objavit. Aj napriek tomu, Ze Ziaci sami
nedospeli k vysledku (pri ¢asti 3), ich objavovanie malo velky zmysel.

Zaver

a strednych 8kol. Chceli sme poukézat na to, Ze ak vytvorime priestor a
pouzijeme vhodny obsah prijatelnym spoésobom, moéZeme aplikovat kon-
struktivistické objavovanie aj na hodinidch matematiky. Zaroven sme chceli
ilustrovat aj vhodnost problematiky teoérie grafov pre tento ucéel. Vybrali
sme len trojicu problémov, ktorym sme sa venovali priamo na vyucovani.
Teoria grafov pontka viacero moznosti. Zaujimavé su uvahy o kresleni jed-
nym tahom v neorientovanych i orientovanych grafoch, odvodenie a dokaz
Eulerovej vety o poc¢te vrcholov, hran a stien v rovinnom grafe (kde sa
velmi prirodzenym a zaujimavym sposobom pouziva dokaz matematickou
indukciou) ¢ problematika farbenia grafov. Verime, Ze uvedené ciele sa
nam podarilo naplnit.
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