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Trojboky jehlan nebo ¢tyistén?

PAVEL LEISCHNER
Pedagogicka fakulta JU, Ceskeé Budéjovice

Ttebaze 1ze totéz téleso znézornéné na obr. 1 nazyvat trojboky jehlan i
Ctyrstén, je mezi obéma pojmy rozdil.

U trojbokého jehlanu ABCYV rozlisujeme podstavu ABC, vrcholy pod-
stavy, hlavni vrchol V, boé¢ni stény ABV BCV, CAV, boc¢ni hrany a
podstavné hrany ([1], str. 58). Navic méa jehlan jedinou vysku, vzdalenost
hlavniho vrcholu od roviny podstavy. Standardné se zobrazuje s podstavou
ve vodorovné roviné.
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Obr. 1 Jehlan ABCYV/, téleso totozné se ¢tyisténem ABCD

étyfstén mé ¢tyti vysky, z kazdého vrcholu jednu. V8echny jeho vr-
choly, hrany i stény jsou rovnoprévné, coz predstavuje pohled na téleso
jako na prostorovou analogii trojuhelniku a usnadnuje studium jeho vlast-
nosti. Termin ¢tyfstén se uvadi az na stfedni Skole a vznikd dojem, Ze
je to pojem nadbyte¢ny, nebot k podrobnéjsimu studiu se nedostava cas.
Puvodni predstava télesa jako trojbokého jehlanu ztstavé, a tak si napfi-
klad malokdo dokéze predstavit ¢tyfstén vepsany do krychle. . .
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V ¢lanku pripomeneme nékteré zakladni vlastnosti ¢tyrstént a ukadzeme
uzite¢nost tohoto pojmu z hlediska rozvoje prostorové predstavivosti.

Za¢neme definici. Obvykle se ¢tyfstén ABCD definuje pro nekompla-
narni body A, B, C', D jako prunik poloprostori ABCD, BCDA, CDAB
a DABC. S cilem posilit prostorové mysleni a oprostit se od predstavy
¢tyfsténu jako standardné umisténého jehlanu, vyjdeme radéji z obr. 2 a
definice 1.

Definice 1
Jsou-li AB a C'D mimobézné tsecky, pak sjednoceni vSech trojiuhelnika
CDX, kde X je bod usecky AB, se nazyva ctyrstéen ABCD.
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Obr. 2 TIlustrace k definici 1

Poznamenejme, Ze je odtud zfejmé nekomplanarnost bodu A, B, C, D,
a tedy i mimobéznost libovolnych dvou protilehlych hran ¢tyfsténu.

K demonstraci téchto téles a jejich prostorovych umisténi poslouzi dy-
namicky model ze dvou dfevénych tycek, ¢tyf koralka nebo knofliki a
kloboukové gumy. Na obr. 3 (a) vidime, jak jej lze vyrobit. Dalsi snimky
jsou ukazky vyuziti: (b) ¢tyfstén v poloze, kdy jsou dvé protilehlé hrany
umisténé vodorovng; (c) étyfstén se zvrhne ve ¢tyfihelnik, lezi-li protilehlé
hrany v roving; (d) trojboky jehlan ve standardni poloze.

Hranou AB &tyisténu ABCD lze vést pravé jednu rovinu « || CD a
hranou C'D pravé jednu rovinu o || AB. Obé roviny ohranic¢uji vrstvu
v niz étyfstén lezi, obr. 4. Analogicky existuji ke zbyvajicim protilehlym
hranam ¢tyfsténu dalsi dvé dvojice rovnobéznych rovin, (8, 5') a (v,7').

Vsech Sest rovin uréuje rovnobéznostén AEBFEFGD HC ¢tyfsténu opsany,
obr. 5. Hrany ¢tyfsténu se kryji s Sesti sténovymi thlopiickami rovnobéz-
nosténu. Zbylé uhlopiicky urcéuji ¢tyistén HGEF ~ ABCD. Plati véta 1.
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© (d)

A=
Obr. 4 TFi dvojice rovnobéznych rovin, které ohraniéuji ¢tyt¥stén ABCD
Véta 1

Kazdému c¢tyfsténu lze opsat pravé jeden rovnobéznostén a do kazdého
rovnobéznosténu lze dvéma zpusoby vepsat jediny Ctyfstén.

Definice 2
Stredni pricka ctyfsténu je tseCka s krajnimi body ve stfedech jeho

stény, se nazyva téznice ctyrstenu.
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(a) (b)

Obr. 6 K vlastnostem stfednich pficek a téZznic Ctyfsténu

Cty¥stén ABCD na obr. 6 vlevo m4 stiednf piicky I.J, KL a MN. Po-
vSimnéme si, Ze usecky I'L a JK jsou téz stfedni pricky trojihelniki BDA
a BDC.Plati IL | BD | JK a |IL| = %\BD| = |JK]|. Obrazec KJLI je
tedy rovnobéznik a jeho thlopficky IJ a KL maji spole¢ny stied T

Z rovnobézniku I N JM analogicky plyne, ze bod T pili i stfedni pFicku
MN. Osmistén IKJLMN je tzv. dudlni téleso k opsanému rovnobézno-
sténu (ma vrcholy ve stfedech jeho stén). Ukazeme, Ze bodem T prochézeji
1 téznice CtyTrsténu.

7 vlastnosti téznic plyne, ze tsecka AD je obrazem usecky T4Tp ve stej-
nolehlosti se stiedem K a koeficientem 3. Je i obrazem tusecky T4Tp ve
stejnolehlosti se stfedem X a koeficientem —3, kde X = AT4 N DTp.
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Obé stejnolehlosti zobrazuji stied Y use¢ky T'4Tp na stfed L hrany AD.
Body K, Y L a X jsou kolinearni a plati

2 1
LX| =20y = 2 (21KL)) = LKL neboli X =T.
4 4\3 2

Poznatky shrneme do véty 2.

Véta 2
Stredni pricky Ctyfsténu prochéazeji svym spoleénym stiedem T, tzv.

Jednoduché odvozeni druhého tvrzeni véty 2 (postavené na ucivu fyziky
ze 7. ro¢niku Zg) znazoriuje obr. 7. Vychézime z predstavy, ze A, B, C, D
jsou hmotné body, kazdy o hmotnosti m. Postupnym skladanim tihovych
sil nalezneme vyslednici a soustavu nahradime hmotnym bodem (T, 4m).

Kazdy ze t¥i nakresti na obr. 7 znazoriuje jednu fazi celého procesu.
Cervens jsou vyznaceny sily, které na soustavu v dané situaci ptsobi, Sedé
jsou pak znézornény ty, které byly nahrazeny jejich vyslednici.

Ptsobisté T vysledné sily je jednoznaéné urceno a nezavisi na poradi,
v jakém sily skladame. Podle zdkona péaky je Tap stfedem tusecky AB
(obr. 7 vlevo). V prostfedni ¢asti obr. 7 plati

|TDC| . ‘TDTAB| = 2G : G: 2: ].7

a analogicky pro situaci napravo zjistime, ze [T D|: |TTp| =3 : 1.
Zménou postupu skladani mizeme obdobné dokazat i prvni ¢ast véty 2.
Analogii poznatku, Ze trojihelniku lze opsat kruznici, je véta 3, jejiz

zdtvodnéni ponechdme ¢tenafi.
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Véta 3

Vgechny tfi roviny soumérnosti stran kazdé stény ¢tyfsténu se protinaji
v piimce, jez je na ni kolma a prochazi stfedem kruznice sténé opsané. Tyto
CtyTi kolmice ke sténam maji spoleény bod (prinik Sesti rovin soumérnosti
hran), ktery je stfedem kulové plochy ¢tyTFsténu opsané.

Ke kazdému trojihelniku existuji ¢tyti kruznice, které se dotykaji vSech
jeho stran jako primek. U &tyfsténu to jsou kulové plochy neboli sféry,
které se dotykaji vSech ¢tyT rovin, v nichz lezi jeho stény. Situaci vySetiime
s vyuzitim pojmu klin a trojhran.

D D D
A .
= A e
B U
Klin ABCD Trojhran ABCD Komaoly trojhran ABCD
Obr. 8 Klin, trojhran a komoly trojhran
Definice 3

Necht ABCD je ¢tytstén. Klinem ABCD (resp. ABDC) rozumime
prunik poloprostort ABCD a ABDC, pfimku AB nazyvame hrana klinu,
poloroviny ABC a ABD jsou stény klinu. Je-li o ta rovina soumérnosti
klinu, jez obsahuje ptimku AB, pak symetrdlou klinu nazveme jeji prunik
s klinem (tzn. polorovinu, jejiz hraniéni piimkou je AB a vnitinim bodem
prusecik roviny o s useckou CD). Prinik klint ABCD a ADBC se na-
zyva trojhran ABCD. Komolyj trojhran ABCD je prinik trojhranu ABC'D
s klilnem BDCU, kde U je vnitini bod polopiimky opa¢né k polopiimce
BA.

Roviny stén ¢tyfsténu rozdéluji prostor na 15 ¢asti. Z nich jedinym ko-
neénym dtvarem je ¢tytstén sim. Prinikem symetrél klinda ABC D, BCDA
a CDAB je bod ¢tyfsténu stejné vzdaleny od jeho stén, stied sféry vepsané
Ctyrstenu.

étyfi casti typu I jsou trojhrany pfilehlé vrcholim c¢tyrsténu, napft.
trojhran DXY Z pfi vrcholu D na obr. 9. Kulové plochy vepsané do téchto
trojhrant se nemohou dotykat rovin protilehlych stén ¢tyfsténu. Neexistuji
tedy sféry pfipsané ¢tyisténu pii jeho vrcholech.

246 Matematika — fyzika — informatika 34 (4) 2025



Dalsi ¢tyti ¢asti jsou dtvary typu II, komolé trojhrany piilehlé ke sténam
¢tytsténu. Do kazdého z nich lze vepsat kulovou plochu, ktera je sférou
pripsanou ctyrsténu k prislusné sténé (analogie kruznice pfipsané trojihel-
niku). Stfedem sféry pripsané ke sténé ABC' je napiiklad prinik symetral
klint ABTC, BCUA a CAV B.

Zbyvajicich Sest wtvari typu III, nazveme je stiechy, jsou prilehlé hra-
nam Ctyisténu. Stfecha ABKL pii hrané AB z obr. 9 je priunikem klint
CDAB a ABK L. Protilehla k ni je stfecha CDM N. Existuje-li sféra vep-
sané stieSe ABK L, pak je to kulovd plocha pFipsand ctyrsténu ABCD pri
hrané AB.

M
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Obr. 9 Roviny stén ¢tyfsténu déli prostor na ¢asti typu I, II a III

Véta 4
Sféru je mozné vepsat nejvys jedné ze dvou protilehlych stiech ¢tyi-
sténu.

Diikaz. Symetraly klint LABP a NCDQ (obr. 9) lezi v téZe roving, oznad-
me ji o7 Analogicky lezi symetraly klina APBL, DSMC' v roviné oy a sy-
metraly klint RBKA, CQDN v roviné os. Pfimky AP a RB jsou mimo-
bézky, a tak muze byt o2 || o3 neboli o3 N oy = @. Pak nelze ani jedné
z obou stiech vepsat kulovou plochu. Je-li o3 Jf o2, protinaji se v8echny
tfi roviny v jediném bodé, ktery lezi v pravé jedné z obou doplikovych
stfech. Je to stfed sféry pripsané ¢tyisténu pii jedné z hran AB, C'D.
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Véta 5 (disledek véty 4 a predchozich uvah)

Ke kazdému ¢tytsténu existuje celkem 5-8 kulovych ploch, které se do-
tykaji vSech ¢tyr rovin ohranicujicich Ctyfstén. Z nich jedna je ¢tyfsténu
vepsana, Ctyfi pripsané ke sténdm a nejvyse tii pfipsané pii hranéch.
Priklad 1

Urcete poloméry vsech sfér, jez se dotykaji rovin stén pravidelného ¢tyr-
sténu ABCD s hranou délky a.

Resent. CtyFstén méa vysku v = a\/g ([4], uloha 3.55) a jeho stény jsou
shodné rovnostranné trojihelniky s obsahem S = 411‘12\/3' Hledané polo-
méry uréime snadno metodou dvojiho vyjadieni objemu V daného ¢tyt-
sténu.

Ozna¢me K1(0Oq;71) sféru tyfsténu vepsanou. Jeji stied Oy tedy lezi
uvnit¥ étytsténu ABC D, ktery je sjednocenim ¢tyfsténi ABCO,, BC DOy,
CDAOl a DABOl Plati

Vapco, + Veepo, +Vepao, +Vpapo, =V

47“15’_@5\/5
3 3V3

T = E\/é (1)

neboli

a tak

Obr. 10 (a) BCDAOs, (b) ABO>C' U ABO,D, (c) BCDO3 U ACDO,

étyfi sféry pripsané ke sténam c¢tyrsténu maji stejny polomér rs, jenz
zjistime analogicky. Napiiklad stfed Og sféry pfipsané ke sténé BC'D lezi
uvnitf komolého trojhranu ABCD. Ve shodé& s obr. 10 (a) obdrzime

a
Vepaos +Vpaso, +Vapco, — Veepo, =V = r3 = g\/é =2r. (2)
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Pravidelny ¢tyfstén nema kulové plochy pfipsané pifi hranich. Kdyby
totiz napriklad existovala sféra pripsana Ctyfsténu k néjaké hrané, musela
by vzhledem k jeho symetrii existovat i pfi hrané protilehlé. To vSak neni
podle véty 4 mozné.

Lze to ovérit i vypoctem. Existuje-li stfed Os kulové plochy pripsané
StyFsténu pri hrané C D, nachazi se uvnit prilehlé strechy. Cty¥stén ABCD
se nachéazi v trojbokém dvojjehlanu ABO>C D, protoze vrcholy C a D lezi
v opac¢nych poloprostorech s hrani¢ni rovinou ABOy. Pomoci obr.10 (b)
a (c) zjistime, ze plati (Vapco, + Vaspo,) — (Vepso, + Vepao,) = V.
Odtud po upravé obdrzime rovnici 0 - 7o = V' s nezndmou 72, kterd nemé
feSeni, nebot V # 0.

Zdver. Pravidelny ¢tytstén ma pouze jednu sféru vepsanou a ¢tyti kulové
plochy pfipsané u stén. Jejich poloméry jsou dany vztahy (1) a (2).

Priklad 2

Ve &tytsténu ABCD plati AD 1. BD, BD L CD,CD 1 AD a |AD| =
= |BD| = |CD| = a. Vypoctem i konstrukei stanovte poloméry kulovych
ploch, jez se dotykaji hrani¢nich rovin ¢ty¥sténu.

Resent. Snadny vypocet poloméri metodou dvojiho vyjadieni objemu
¢tyfsténu jiz nebudeme opakovat. K FeSeni zvolime trigonometricky po-
stup, ktery zarovenn poskytne navod k provedeni konstrukce.

Nejprve uré¢ime polomér kulové plochy Ko p(Ocp;ra) pripsané pii hrand
CD. Vyjdeme z obr. 11, kde E, F jsou po fadé obrazy bodu A, B v symet-
rii se stfedem D. Doplnime-li é¢tyistén DEFC na krychli DEQFCXPY,
pak je polopfimka p = DP mnozinou téch bodd pravothlého trojhranu
DEFC, jez maji od jeho stén stejnou vzdalenost. Navic lezi v roviné C'SD,
kde S je stfed hrany AB.

Rovina CSD protina sféru Kop v hlavni kruznici k4(Ocp;rs). Jeji
prusecik se symetralou o klinu ABCD je stfed O¢cp . Z podobnosti troj-
thelnika DOcpT a DPQ zjistime

|DT| = ryV/2.

Dale stanovime odchylku e symetraly o od roviny ABD, abychom mohli
vyjadiit r4 pomoci dané délky a. Z trojuhelniku C'SD plyne

0S| = /DS + [DCE = a \/g
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a tak
cos2e = DS _ 1
(ORI VE
Vysledek dosadime do standardniho vztahu pro tangens, resp. kotangens
polovi¢niho thlu a upravime na tvar

VB2
-3

\/6+\/§.

. tge =
resp. cotg 5

tge

B
|4D|=|BD|=|CD|=a a G
4 pn al Q T

|AB|=|BC|=|CA|=|DQ|=a\2 2 2

Obr. 11 K prikladu 2: (a) situace v prostoru, (b) fez rovinou CDS
Vratme se nyni k trojahelniku OcpST. Plati

|ST| = |OCDT| cotge

neboli
a V6 + 2
— /2= Y5
NG 4 B 4
a odtud
3+1
Ty = \/_2—1— a = 1,366a. (4)

Konstrukéni feSeni tlohy spoc¢iva v narysovani obr. 11 (b) ve vhodném
méfitku pro konkrétni hodnotu a. Postup snad neni nutné uvadét.
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Dosud jsme nezminili kruznici k2(Os;72), uvedenou na obr. 11. Kruh,
ktery ohranicuje, je spoleénym kolmym priamétem kulovych ploch pfipsa-
nych ¢tytsténu ke sténdm BCD a ACD. Stiedy téchto sfér totiz lezi na
pruniku symetraly o klinu ABC'D se symetralami klinat CDBE a CDAF,
jez jsou kolmé k roviné C'DS. Lezi tedy na kolmici k roviné C'DS proché-
zejici bodem O3 € CD No. A tak maji obé sféry polomér

:\;itgaz\/ila:a—miO,?)GGa (5)

Vzhledem k symetrii ¢tyfsténu méa polomér rs i kulové plocha piipsana
ke sténé ABD.

Stred sféry K(Oq;r1) Ctyfsténu vepsané, i stfed sféry K 4pc(Os;r3) prip-
sané k jeho sténé ABC, lezi rovnéz v roviné C'SD. Je tedy mozné analo-
gickym postupem doplnit obréazek obr. 11 (b) o hlavni kruznice téchto sfér
a urcit jejich poloméry konstrukei i vypoctem.

Provedeni ponechame ¢tenafi a uvedeme jen, zZe

3 *6‘/3 a=0211, rg3= 3 +6\/§ a

2

r = =a—11 =0,789a. (6)
Zavér. Dany ¢tyfstén ma jednu sféru vepsanou, ¢tyii kulové plochy piip-
sané ke sténam a t¥i pfipsané pii hranach AD, BD a CD. Jejich poloméry
jsou dany vztahy (6), (5) a (4).

Ze zakladnich vlastnosti ¢tyfsténu jako prostorové analogie trojihel-
niku jsme dosud neuvedli priisecik vysek. Maji jej pouze tzv. ortocentrické
Clyrstény, s nimiz se seznadmime pristeé.
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