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Vesmirné cestovani
(Ulohy z MO — kategorie P, 29. ¢ast)

PAVEL TOPFER
Matematicko-fyzikalni fakulta UK, Praha

Seznamime vas s dalsi zajimavou tlohou z Matematické olympiddy —
kategorie P, tentokrat z domdciho kola 55. ro¢niku soutéze (Skolni rok
2005/2006). V8echny soutézni tlohy tohoto ro¢niku p¥ipravili pracovnici
Fakulty matematiky, fyzika a informatiky Univerzity Komenského v Bra-
tislave, kteri se staraji o programatorskou olympiddu stfedoskolakt na
Slovensku. Budeme se vénovat jedné zdanlivé bézné tloze z teorie graf
— hledéni nejkratsi cesty v ohodnoceném orientovaném grafu. Podstatnou
komplikaci oproti béznym ,Skolnim“ dloham vsak bude skutecnost, ze
hrany naseho grafu mohou byt ohodnoceny i zdpornymi ¢isly. Nejprve se
jako obvykle podivame na tplné zadani ulohy, které si pro potfeby naseho
¢lanku trochu upravime a zkratime, aniz bychom tim ovSem zménili smysl
puvodni tdlohy.

* % K

Védctm se koneéné podarilo vymyslet efektivni zpisob cestovani v ¢a-
soprostoru. Jejich testovaci stfedisko se sklada z nékolika lokalit, v kazdé
lokalité je umisténo nékolik teleportii. Kdyz vstoupime do takového te-
leportu, pfemisti nas na stanovenou lokalitu a zaroven néas premisti také
v ¢ase o stanoveny pocet minut (bud dopfedu nebo dozadu). Cilova lo-
kalita i ¢asovy posun jsou pro kazdy teleport pevné nastaveny. Védci by
chtéli zjistit, jak je cestovani pomoci teleport vyhodné. Pravé se nacha-
zeji u centralniho pocitace a chtéli by se jit nasvacit do bufetu. A protoze
¢as jsou penize, chtéli by byt v bufetu co nejdiive. Pohybovat se v ¢ase a
prostoru samoziejmé chtéji jen pomoci jiz postavenych teleporti.
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Soutézni tloha:

Program dostane na vstupu pocet lokalit IV, které budeme oznacovat
¢isly od 1 do N. Centralni pocita¢ je umistén v lokalité ¢islo 1, bufet ma
¢islo N. Nasleduje celkovy pocet postavenych teleportt M a seznam téchto
teleporti. Pro kazdy teleport je uréena pocatecni lokalita, koncova lokalita
a zmeéna Casu v minutach, jez nastane pfi pruchodu timto teleportem
(kladné ¢islo znamend posun do budoucnosti, zdporné do minulosti a 0
znamena, ze se v koncové lokalité ocitneme ve stejném case, v jakém jsme
nastoupili do teleportu). Kazdy teleport lze pouZit jen tim smérem, ktery
je uveden na vstupu. Mezi dvéma lokalitami miize byt vybudovano vice
teleporttt. Dokonce muze existovat i teleport, ktery nas presune pouze
v Case (tedy pocateéni a koncové lokalita jsou u néj totozné). Program
ma uréit ¢as, kdy nejdiive se muzeme dostat do lokality N, jestlize se
v lokalité 1 nachéazime v case 0. Pokud tam dokézeme byt libovolné brzo
(tzn. mizeme pomoci teleportii cestovat neomezené do minulosti), nebo
pokud se tam vibec nemiZzeme dostat, program o tom vyda pfislusnou
Zpravu.

Format vstupu:

Prvni fadek vstupniho souboru teleport.in obsahuje dvé ¢isla N a M
(2 < N <1.000,0 < M < 50.000) oddélena mezerou. Nasleduje M radka,
na kazdém z nich jsou tii ¢isla A4;, B;, T; (1 < A;, B; < N, |T%| < 10.000)
popisujici teleport z lokality A; do lokality B; se zménou ¢asu 7; minut.

Format vystupu:

Jediny Fadek vystupniho souboru teleport.out bude obsahovat zpra-
vu ,Vedci umrou hlady“, jestlize se od centralniho pocitace pomoci te-
leportt vitbec neda dostat do bufetu, resp. zpravu ,Vedci poznaji vznik
vesmiru“, jestlize miizeme cestovat do nekoneéna do minulosti. Jinak bude
vystup obsahovat jedno celé ¢islo predstavujici ¢as v minutach, kdy nejdri-
ve se védci dokazou dostat do bufetu.

Priklady:

teleport.in
34

=N e
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13 16

teleport.out
-2

Prunim teleportem se védci dostanou do lokality 2 v ¢ase 5, odtud dru-
hgm do lokality 3 v éase 5+ (—7) = —2. Ostatni moznosti jsou horsi.

teleport.in
22
11-1
120

teleport.out
Vedci poznaji vznik vesmiru

Drive nez se védci druhym teleportem presunou do bufetu, mohou prv-
nim odcestovat libovolné daleko do minulosti.

teleport.in
4 3

12 -1
230

4 3 10
teleport.out
Vedci umrou hlady

Posledni teleport nemohou védci pouZit na presun z lokality 3 do lokality
4, jedine naopak.

* k x

Jisté vas hned napadne, Ze situaci ze zadani tlohy si mizeme pfed-
stavit jako ohodnoceny orientovany graf. Vrcholy grafu budou pfedstavo-
vat lokality, hrany reprezentuji teleporty mezi lokalitami. Kazda hrana je
ohodnocena ¢islem, které urcuje posun v ¢ase pri pruchodu danou hra-
nou. Toto ohodnocend budeme nazyvat ,délka hrany“, jak je v grafové
terminologii obvyklé, i kdyz v nasem ptipadé neptijde o délku v obvyk-
1ém slova smyslu. Ukolem je najit sled vedouci z vrcholu 1 do vrcholu N
s nejmensim souc¢tem ohodnoceni hran (nazveme ho nejkratsi), piipadné
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vypsat zpravu, ze takovy sled neexistuje. Pro uplnost dodejme, Ze v teorii
grafti sledem rozumime posloupnost vrcholl vy, ..., v, takovou, ze mezi
vrcholy v; a v; 1 vede hrana.

V tvodu si mizeme tlohu trochu zjednodusit. Uvédomte si, ze pokud
mezi dvéma vrcholy vede vice hran stejnym smérem, staci uvazovat jenom
tu z nich, kterd ma nejmensi délku. Jinak bychom totiz dokazali nalezeny
sled zkratit vyménou delsi hrany za kratsi. Pfipadnych nasobnych hran
se zbavime nejradéji hned pri nacitani vstupnich dat, abychom nemuseli
ani Tesit jejich ulozeni v datové struktute.

Kdyby byly vSechny hrany grafu ohodnoceny nezaporné, byla by nase
uloha velmi snadné. V takovém pripadé se pfi hledani nejkratsiho sledu
jisté nevyplati vracet se do vrcholu, ktery jsme uz jednou navstivili. Sled,
ve kterém se zadné vrcholy neopakuji, nazyvame v grafové terminologii
cesta, a na nalezeni nejkrat$i cesty v ohodnocenim grafu méame k dispo-
zici standardni algoritmy, které najdete v kazdé zdkladni ucebnici teorie
grafi. Nejznaméjsi z nich je Dijkstriv algoritmus. Jeho pouzitelnost je
vSak omezena pravé jen na grafy s nezapornym ohodnocenim hran.

Nadale tedy budeme pocitat s tim, ze nas graf mize obsahovat i hrany
se zapornou délkou. Mohou nastat dvé situace, kdy nejkratsi sled z vr-
cholu 1 do vrcholu N neexistuje. Bud se z vrcholu 1 do vrcholu N po
hranich grafu nemizeme viibec dostat, nebo existuje sled z vrcholu 1 do
vrcholu N takovy, Ze obsahuje cyklus se zapornym souctem délek hran. Po
takovém cyklu pak mazeme chodit porad dokola a stéle snizovat celkovou
délku sledu. Proto ani neexistuje nejkratsi sled — ke kazdému sledu totiz
dokézeme nalézt sled kratsi.

Ukézeme si dva rizné algoritmy, které efektivné fesi nasi tlohu. V obou
pripadech se jednd o standardni algoritmy, i kdyZ trochu méné znamé,
nez jiz zminény algoritmus Dijkstrtiv. Prvni feseni vyuziva Floydutv-
Warshalluv algoritmus. Tento algoritmus je zaloZen na myslence dy-
namického programovani a slouzi k vypoctu nejkratsich vzdalenosti mezi
v8emi dvojicemi vrcholu v grafu. Vyhodou pro nas je, Ze mu nevadi ani
zaporna ohodnoceni hran. Graf si uloZzime do dvojrozmérného pole G,
pfifemz vychozi hodnota Gli,j] bude rovna délce hrany z vrcholu ¢ do
vrcholu j (nebo nekonecno, jestlize takova hrana neexistuje). Algoritmus
vypadéa nasledovné:

for k:=1 to N do
for i:=1 to N do
for j:=1 to N do
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if G[i, j1 > G[i, k] + G[k, j] then
Gli, j] := G[i, k] + Gk, j1;

Po skonceni vipoctu je hodnotou Gli, j] délka nejkratsiho sledu z ¢ do
J (pFipadné nekonecno, pokud Zadny takovy sled neexistuje). Navic plati,
ze je-li G[i, ] zdporné pro urcité i, pak vrchol ¢ lezi na n&jakém zaporném
cyklu. Pokud tento vrchol lezi na néjakém sledu z 1 do N (tedy G[1, ] ani
Gli, N] nejsou rovny nekoneénu), potom existuje sled z 1 do N s libovolné
nizkym ohodnocenim.

Jak jsme jiz uvedli, popsany algoritmus je zalozen na principu dynamic-
kého programovani. Dynamika zde probiha pfes postupné rostouci mno-
zinu vrcholi, které smime pouzit v hledaném sledu minimalni délky. Po
k-tém priichodu vnéjsiho cyklu udévaji hodnoty Gli, j] délku nejkratsiho
sledu z i do j takového, Ze tento sled vede pouze pfes (ne nutné vSechny)
vrcholy z mnoziny {1, ..., k}. V kazdém kroku vypoctu musime pfepocitat
véech N2 hodnot G[i, 5], i kdyZ nakonec po poslednim N-tém priichodu
nés bude v této tloze zajimat pouze jedind z nich, a to G[1, N].

Ze zapisu algoritmu je zjevné, Ze Casovéa slozitost tohoto algoritmu je
O(N3). Vypocet je totiz tvofen tfemi do sebe vnofenymi cykly, z nichz
kazdy se vykona N-krat. Pritom télo vnitiniho cyklu ma jiz konstantni
¢asové naroky. Pamétova slozitost je O(N?), nebof vystaéime s jednim
polem G velikosti NV x N na uloZeni vychoziho grafu, ukladani vsech me-
zivysledki i na ulozeni vyslednych nejkratsich délek.

Ukazeme si jesté druhé feSeni tlohy, které vyuziva Bellmantv-For-
dav algoritmus. Jedna se o standardni grafovy algoritmus, ktery po-
dobné jako Dijkstriv algoritmus pocita nejkratsi vzdalenosti ze zvoleného
vychoziho vrcholu do cilového vrcholu grafu (nebo do vSech ostatnich vr-
cholti grafu). Bellmaniiv-Fordiv algoritmus je o néco pomalejsi nez algorit-
mus Dijkstruv, ale zato ho lze pouzit i na grafy se zapornym ohodnocenim
hran. Od Dijkstrova algoritmu se lisi zptisobem prochazeni grafu.

Pro potieby tohoto algoritmu si budeme orientované hrany zkouma-
ného grafu uchovavat ve tfech polich, kde a[i] je zac¢atek, bli] je konec
a t[i] je délka i-té hrany. Na pofadi hran nezalezi, budeme tedy pracovat
s takovym poradim, v jakém jsou hrany zadany na vstupu.

Rovnéz tento algoritmus je zaloZen na principu dynamického progra-
movani. Dynamika je v této tloze vedena pfes pocet hran, jimiz je hledany
sled minimalni délky tvofen. Necht D[l,i] je délka takového nejkratsiho
sledu z vrcholu 1 do vrcholu ¢, ktery pouzivd prave [ hran. Je zfejmé, ze
DJ0,4] je rovno nekone¢nu pro v8echna i kromé 1, zatimco D[0,1] = 0.
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Predpoklddejme, Ze zname D[l — 1,4] pro vSechna i a pro néjaké [ > 0.
Snadno potom spocitdme DI, ] pro libovolné i. V nejkratsim sledu tvo-
feném [ hranami je néjaka hrana posledni a zbytek je nejkratsi sled po-
uzivajici [ — 1 hran, ktery kon¢i v pocatecnim vrcholu [-té hrany. Staci
tedy vyzkouset vSechny moznosti pro tuto posledni hranu. Tim dostavame
vztah pro vypocet hodnot D[I, 7]

DI, i] = min(1 < k < M){D[l — 1,a[k]] + t|k], kde b[k] =i}

Pfi zvolené reprezentaci grafu se vypocet nejsnaze provadi tak, ze pro-
jdeme postupné vSechny hrany a pocitame jednotlivd minima pro vsechny
vrcholy soucasné. Vime, ze pokud existuje nejkratsi sled z 1 do N, bude
mit nejvyse N — 1 hran, nebot neobsahuje cyklus. Vysledkem je tedy mi-
nimum z hodnot D[l,N] pro I = 1,..., N-1. Je-li tato hodnota rovna
nekonecénu, potom zadny sled neexistuje.

Jesté potrebujeme ovérit, zda se nemuzeme dostat do zaporného cyklu.
Takovy cyklus mtize obsahovat nejvyse N hran, jak si mtzeme ukazat
t¥eba na piikladu grafu s orientovanymi ohodnocenymi hranami (1,2,1),
(2,3,1),...,(N-1,N,1),(N,1,-N). Jestlize tedy existuje sled obsahujici
zaporny cyklus, pak existuje i sled délky nejvyse 2N-1, ktery tento cyklus
obsahuje. Popsanou upravu vzdalenosti DL, i] proto spustime jesté N krat.
KdyZ minimum z D[l, N] pro N <! < 2N-1 je mensi neZ vysledek, ktery
jsme nasli pfedtim, potom skutecné existuje sled z 1 do N, ktery obsahuje
zaporny cyklus.

Na zavér muzeme provést jesté jedno implementacni zjednoduseni. Uve-
domte si, Zze nas nezajimaji presné délky sledd s pravé [ hranami. Proto
ndm sta¢i pouzit v programu pouze jednorozmérné pole D[i] a vySe uve-
dené tpravy provadét jen na ném. Timto zjednodusSenim vysledek vypoctu
nezménime, i kdyz hodnoty ziskané po jednotlivych iteracich mohou byt
odlisné od ptvodniho feseni.

Casové slozitost tohoto algoritmu je O(N.M), pamétova O(N + M).

program Vesmirne_cestovani;
const MaxN = 1000; {maximalni poéet vrchold}
MaxM = 50000; {maximalni poéet hran}
Nekonecno = 2000000000;
var N, M: integer; {skute&njy poclet vrchold a hran}
f: text;
a: array[1l..MaxM] of integer;
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b: array[1l..MaxM] of integer;
t: array[l..MaxM] of integer;
D: array[l..MaxN] of longint;
i, 1, k: integer;
vysledek: longint;

begin

{Na¢teni vstupnich dat:}
assign(f, ’teleport.in’);
reset (f);

readln(f, N, M);

for i:=1 to M do

readln(f, alil, bl[il, t[i]);

close(f);

{Inicialiazce:}
assign(f, ’teleport.out’);
rewrite(f);
D[1]:=0;
for i:=2 to N do
D[i] :=Nekonecno;

{Vlastni vjpocéet cest:}
for 1:=1 to N-1 do
for k:=1 to M do
if D[b[k]] > D[a[k]] + t[k] then
D[b[k]]:=D[alk]] + t[k];
vysledek:=D[N];

if vysledek = Nekonecno then
writeln(f, ’Vedci umrou hlady’)

else
begin {ovéfeni existence zdpornjch cykla:}
for 1:=1 to N do
for k:=1 to M do
if D[b[k]] > D[alk]] + t[k] then
D[blk]1]:=D[alk]] + t[k];
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if D[N] < vysledek then

writeln(f, ’Vedci poznaji vznik vesmiru’)
else

writeln(f, vysledek);
end;

close(f);
end.

Wolfram|Alpha

LUKAS HONZIK
Fakulta pedagogickd ZCU v Plzni

Nejen vyucujici matematiky na stfednich a vysokych skoldch maji s na-
zvem spolecnosti Wolfram Research, Inc. spojeny pfedevsim jeji nejzna-
méjsi produkt, kterym je vypocetni program Wolfram Mathematica vy-
uzitelny v mnoha technickych oblastech. Mathematica se v loniském roce
dockala své jiz osmé verze a po dlouhou dobu ztstava ,vlajkovou lodi“
spolecnosti.

Méné znamou skutec¢nosti je pak fakt, ze spolecnost jiz néjaky ¢as pro-
vozuje a déle vyviji online webovou sluzbu Wolfram|Alpha (nékdy téz
psano jako Wolfram Alpha nebo WolframAlpha), kterou ziejmé nejlépe
definuje jeji anglicky podtitul ,,Computational Knowledge Engine*. Toto
slovni spojeni 1ze do Cestiny prelozit pfiblizné jako vypocetni védomostni
prostiedek, ¢i nastroj. Uzivatelé jej najdou prostfednictvim webového pro-
hlizece na adrese www.wolframalpha.com a mohou pomoci néj provadét
matematické vypocty, vyhleddvat a zjistovat informace.

Vyvoj a prostiedi
Duchovnim otcem systému je britsky védec Stephen Wolfram, hlavni

vyvojar jiz zminéného softwaru Mathematica. Prvni ozndmeni o rozbéh-
nuti celého projektu ucinil Wolfram v bfeznu 2009 (v ndvaznosti na svou
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