¢isel. V nasem ¢lanku jsme proto chtély ctenare seznamit alespon s né-
kterymi typy diofantovskych rovnic, které se v nich vyskytuji. Kromé zde
uvedenych diofantovskych rovnic se ve zmirovanych ucebnicich objevuji
i dalsi typy diofantovskych rovnic a dale také naptiklad teorie Fetézovych
zlomkt a teorie kongruenci uzivana hlavné k feseni linedrnich diofantov-
skych rovnic. S témito tématy se v souCasnych ucebnicich matematiky
pro stfedni skoly vibec nesetkdvame. Uvédomili jsme si ovSem, Ze i v po-
slednich desetiletich se s llohami z této ¢asti matematiky muiize seznamit
alespon uzké skupina stfedoskolskych studentil, kteri patfi mezi feSitele
matematické olympiady. Po celd desetileti se mezi ilohami matematické
olympiady tradi¢né objevuji tlohy z elementarni teorie Cisel a mezi nimi
také diofantovské rovnice nebo slovni tlohy, které vedou k feseni téchto
rovnic.
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Neékolik myslenek z Eukleidovych
Zaklad

EVA PATAKOVA
Pedagogicka fakulta UK, Praha

Knihy VII - IX Eukleidovych Zaklad jsou vzhledem k dal$im kniham
Zakladd pomeérné netypické. Ve vétsin€ knih zékladl totiz Eukleides fesi
geometrickymi prostiedky ¢isté geometrickou tematiku, zatimco v knihach
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VII - IX jsou to problémy dnes povazované za typicky algebraické. (Jedna
se o poméry, délitelnost, prvocisla apod.) Nicméné i k této problematice
pristupuje geometricky.

Clanek nabizi nékolik podnéttl k zamysleni nad ,,jinou matematikou*,
nez na jakou jsme v dnesni dobé zvykli. Nejedna se o faktograficky popis
jejich obsahu, ale spise o ukazku zpusobu, jak miuzeme vystavét hluboké
algebraické poznatky ,,pouze“ pomoci jazyka geometrie.

1. Geometrické nahliZeni algebraickych problému

Eukleides na vSechny problémy nahlizel pouze geometricky. To je ale
pro dnesniho ¢tenare dost neobvyklé a naro¢né — jsme uz totiz zvykli pre-
myslet jinym zptsobem. Navic diky tomu, Zze od doby Eukleidovy bylo
objeveno velké mnozstvi matematickych poznatktl a zavedena néktera
znafeni (napf. prace s promeénnou), jsou pro dnesniho ¢tendfe Euklei-
dovy dikazy aritmetickych tvrzeni i zbyteéné zdlouhavé. Velké mnozstvi
vét, jejichz diakazy jsou v Zakladech relativné dlouhé, je mozné s vyu-
Zitim algebraického mysleni a algebraického znacdeni (proménnd, zlomky,
apod.) dokdzat trividlng, ¢asto by tyto ditkazy zvladlo i $kolou povinné
dité. (Aby ale nedoslo k nedorozuméni, je tfeba poukazat na to, Ze hodné
problémi z Eukleidovych aritmetickych knih rozhodné trividlni neni ani
pro dnesniho ¢tenéfe.)

My musime ale dilo uvazovat vzhledem k dobé, ve které vzniklo.
A vzhledem k prostiedktim, které byly v Eukleidové dobé k dispozici,
jsou v Zakladech obsazené ditkazy velice elegantni. Jak plyne z dosud na-
psaného, pro dnesniho ¢tenafe nebude text knih VII — IX Zakladt prav-
dépodobné slouzit jako ,ucebnice, protoze vétsinu obsazenych dikazi
bychom dnes vedli jinak. Text je ale velice obohacujici, protoze ctenari
otevird nové obzory a odbourava stereotypy.

Pro cely nasledujici text plati, Ze pouzité proménné znaci nejednotkové
prirozené cislo.

1.1 Jak dokazat jednu vétu o pomérech

Abychom nehovofili pouze teoreticky, uvedme konkrétni ptiklad (tvr-
zeni VIL., kniha VII). Pro néj je potfeba védét, ze Eukleides vnima ¢islo
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jako délku tisecky. Nejprve si uvedeme znéni véty i jejiho dikazu v Servi-
tové prekladu® (obr. 1)2.

VIIL

Kdyz je ¢islo ¢isla dilem, jakym odectené odecteného, také
zbytek zbytku tymz dilem bude, jakym celek celku.

A B Nuze bud’ ¢éislo AB dilem &isla
CD, jakym odectené AE ode-
G C F D ¢&teného CG; pravim, Ze téz

t t t 1

zbytek EB zbytku FD tymz
dilem jest, jakym celek AB celku C'D.

Nuze jakym dilem ¢isla CF jest AE, budizi EB tymz dilem
¢isla CF. A jezto, jakym dilem ¢isla CF jest AE, tymz dilem
¢isla CG je téz EB, tedy jakym dilem ¢isla C'F jest AE, tymz
dilem ¢&isla GF jest AB. A jakym dilem ¢isla C'F jest AE, za
tyz dil ¢isla CD vzato téz AB; jakym tedy dilem cisla GF
je téz AB, je také tymz dilem &isla C'D; proc¢ez GF = CD.
Spole¢nym odectéme CF, tedy zbyvajici GC = FD. A jezto,
jakym dilem ¢isla C'F jest AE, tymz dilem &isla GC je téz EB
a GC = FD, tedy jakym dilem ¢isla CF jest AE, tymz dilem
Cisla FD je téz EB. AvSak jakym dilem ¢isla CF jest AE, tymz
dilem &isla CD je téz AB; tedy téz zbytek EB je tymz dilem
zbytku FD, jakym celek AB celku CD.

Obr. 1 Eukleiduv text v Servitové prekladu

Text prepsany do dnesniho jazyka

Tvrzeni prepsané do moderni terminologie zni nasledovné: Méjme dany
dvé trojice cisel ve vztahu mensenec — mensitel — rozdil. Pokud druhy
mensenec je stejnym ndsobkem pruniho mensence jako druhy mengsitel
pruntho menditele, pak jsou ve stejném vztahu i jejich rozdily.

Pro vétsinu ¢tenari dnes je vSak pravdépodobné nejsrozumitelnéjsi na-
sledujici neslovni vyjadfeni:

IServittv pieklad Eukleidovych Zakladt (jeding kompletni piimy pieklad Zakladt
vydany v esting) je cca z roku 1900. Kniha Zakladi komentovanych Petrem Vopénkou,
na jejiz pripravé se autorka ¢lanku podilela, jiz neni pfimym piekladem, ale zpfistup-
nénim textu dnesnimu ¢tenari. V druhé casti knihy je otistén pravé Servitiv preklad,
uvedend ukazka je ze str. 109.

2V textu se vyskytuje chyba — ve tfetim fadku ditkazu zjevné mélo byt CF misto
CG a naopak na zacatku druhého radku druhého odstavce CG misto CF.
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Necht a, b, c,d, e, f,k € N. Pak plati

a—b=c

- =f=k-c
d=k-a f
e=k-b

Algebraicky dukaz je velmi snadny:

d—e=f,
k-a—k-b=f,
k-(a—=b) =/,
k-c=f.

Nyni se podivejme na puvodni Eukleiduv dikaz uvedeny v Servitové
prekladu. Komentar k dikazu je vSak citelné zmoderniovan, a to pouziva-
nim slova k-nésobek. (Eukleides k dispozici pismenné znaéeni proménné
nemad.) Bez této ,modernizace“ by dochdzelo k prodluzovani a zhorSeni
srozumitelnosti textu — viz Servituv preklad.

Oba rozdily zndzornime pomoci usecek, jak je vidét na obr. 2. Od
usecky AB odecteme tsecku AF, rozdilem je usecka EB. Stejné tak od
usecky CD odeéteme usecku CF, rozdilem je tsecka F'D. (Rozdily jsou
vyznaceny Srafovanim.) Pfitom vime, ze tsecka C'D je k-nasobkem usecky
AB a tsecka CF k-nasobkem usecky AFE. Chceme dokazat, ze i tsecka
FD je k-nasobkem usecky EB.

L /11 /)
' Yaah
A E B
AV A4
s
C F

Obr. 2 Znazornéni rozdila

Pro diikkaz neméame k dispozici vytykani v algebraickém smyslu slova.
Z tvrzeni V. v knize VII vsak mame dokazéno, ze ,,Kdyz je cislo ¢isla
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dilem a jiné jiného tymz dilem, téz soucet obou tymz dilem bude souctu,
jakym jedno jednoho.“ Neboli ze pokud secteme k-nasobek jedné tsecky
s k-nasobkem druhé tsecky, vysledny soucet bude k-nasobkem souctu pi-
vodnich tsecek.

Vyrobime si proto tsecku, ktera je k-nasobkem usecky FB, a vhodné ji
naneseme z bodu C' na polopfimku opac¢nou k poloptimce C'D. Na obr. 3
je tedy tsecka C'G k-nasobkem usecky EB. Pak zajisté tsecka GF je k-
nasobkem usecky AB, protoze je souttem tsecky CG (k-ndsobku tsecky
EB) a tisecky CF (k-nasobku tisecky AE). 3

I L1011

' s

A E B
WL L L LA AN
ayaas Yaaaas
G C F D

Obr. 3 Pfidani usecky CG

Nyni vime, ze tsec¢ka GF' je k-ndsobkem tusecky AB. Z predpokladu
tvrzeni vSak také vime, Ze useCka C'D je k-nasobkem tusecky AB. Z toho
vyplyvéa, ze tseCka GF a usecka C'D jsou shodné. Pritom tsecka CF je
obéma zminénym useckam spole¢na, tudiz musi byt shodné i asecky CG
a F'D. Jelikoz vSak CG je k-nasobkem tsecky E B, musi byt k-nasobkem
usecky E'B i tisecka F'D, coz jsme chtéli dokazat.

Jiny zpusob dukazu zminéné véty

Uvedeny zpusob dikazu samoziejmé neni jediny, jak by bylo mozné
zminénou vétu dokazat geometricky. Ukazme si jesté alespon jeden geo-
metricky dukaz.

Opét zndzornime prvni rozdil pomoci tsec¢ky AB rozdélené bodem F
a druhy mensenec pomoci tsecky C'D, jako je na obr. 2.

3Zde je opét vidét odlisnost od soucasné terminologie. Dnes bychom tsedku GF
za pouziti zavedenych neznamych vyjadrili jako k - ¢ + e, tedy jako soucet objektu.
Eukleides ji — aniz by zavadél novou nezndmou — oznacuje jen jako usecku GF, tedy
jako jediny objekt.
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Rozdélme si nyni tsecku C'D na k tisecek shodnych s tseckou AB. 4
7 kazdé takto ziskané usecky muzeme oddélit tsecku shodnou s tseckou
AEFE (obr. 4). Pocet takovych tsedek bude zajisté roven k a soudet téchto
usecek je pravé roven zbytku tsecky C'D po oddéleni k tsecek shodnych
s AE. Zbytek tsecky CD po oddéleni k-nasobku tsecky AFE proto bude
k-nasobkem tusecky E B, coz jsme chtéli dokazat.

Obr. 4 Jiny zpusob dukazu

2. Zajimavé pojmy a vztahy

Eukleidovo chapani nékterych pojmt je jiné, nez jak je chdpeme my
dnes. Zatim jsme vSak nenarazili na to, ze v Zakladech se vyskytuji pojmy,
které se dnes uz nepouzivaji viibec (napf. sudosudé ¢islo, budou uvedeny
v prekladu podle Servita). Zkusme se nyni podivat na nékteré zajimavosti.

2. 1 Chapani pojmu ,,¢islo*

Uz z predchoziho textu plyne, ze pojem ¢islo asi nebude u Eukleida
chapan stejné jako u nas. Je zjevné, Ze napt. zaporné cislo pro Eukleida
neni pfipustné, nebot kazdé ¢islo (v jeho pojeti tohoto slova) je pro néj
znéazornitelné tseckou. Pojeti ¢isla, se kterym Eukleides v algebraickych
knihach pracuje, je takové, Ze ¢islem je pro néj jakékoli nejednotkové pii-
rozené Cislo. Jednotka ma v pojeti Eukleidové zvlastni postaveni, proto ji
vzdy diskutuje zv1ast, ,¢islem* pro néj neni. (Zvlastni postaveni jednotky
je vidét napr. na nesoudélnych ¢islech. V nasi terminologii musime fict,
ze jediny spolec¢ny délitel nesoudélnych ¢isel — v rdmci prirozenych Cisel —
je jedna. Pro Eukleida neexistuje ¢islo, které by bylo spole¢nym délitelem
nesoudélnych éisel.)

40pét sice pro piehlednost textu je pouzito moderni znaceni proménné k, Eukleides
ale mél zpusob, jak pracovat s proménnym mnozstvim tsecek bez ,nasi“ symboliky
(dikaz instruktivnim pfikladem).
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2.2 Dil, dily

Nutnost rozlisovat mezi dilem a dily zmizela s nastupem zlomkt. Je-li
¢islo dilem jiného éisla, je jeho délitelem. (D4 se vyjadfit jako jedna n-tina
tohoto ¢isla.) Je-li ¢islo dily jiného ¢isla, je jeho ¢asti, kterd ale neni jeho
dilem. (Lze vGéi vétsimu €islu vyjadiit pravym zlomkem, kde v &itateli
v zékladnim tvaru neni jednotka.)

Toto terminologické vymezeni je vice vztazené ke geometrické interpre-
taci ¢isla. Sdm nézev dil (dily) navozuje pfedstavu opravdu mechanického
rozdéleni ¢isla. Napf. ¢islo 5 je dilem ¢isla 15, protoze ¢islo 15 lze rozdélit
na tfi dily o velikosti 5. Zatimco ¢islo 10 neni dilem ¢isla 15, protoze ¢islo
15 na dily velikosti 10 beze zbytku rozdélit nejde. Lze ale fict, ze ¢islo 10
je dily ¢isla 15, protoze ¢islo 15 1ze rozdélit na dily velikosti 5 a z téchto
dilt mizeme slozit ¢islo 10.

Je tedy zjevné, ze v kazdé dvojici ¢isel je mensi cislo dilem, nebo dily
¢isla vétstho. (Viz tvrzeni IV. v knize VIL.) Protoze i kdyZ jsou &isla ne-
soudélnd, vétsi z ¢isel lze vzdy rozdélit na dily jednotkové a z nich potom
slozit ¢islo mensi.

2.3 Rovinna cisla, cisla télesova

Jiz je feceno vyse, ze interpretace cisel jsou u Eukleida geometrické.
Nejptirozen€jsi geometricka interpretace soucinu dvou ¢isel je obsah ob-
délnika, jehoz stranami jsou tsecky reprezentujici dand ¢isla (tzv. rovinné
¢islo). Interpretaci soudinu ti{ ¢isel je pak objem kvadru, jehoz hranami
jsou usecky reprezentujici dana ¢isla. Je zjevné, ze soucin dvou stejnych
¢isel neboli druhou mocninu déisla reprezentuje obsah Ctverce s prislus-
nou stranou — a opravdu se tomuto specidlnimu rovinnému ¢islu #iké cislo
¢tvercové. (Vzpomenme si, Ze jesté pomérné neddvno se druhé mocniné
¢isla i v Ceské terminologii fikalo ,Gtverec ¢isla“.) Analogicky tfet! moc-
nina ¢isla jako specialni ptipad télesového ¢isla byla oznacovana jako ¢islo
krychlové.

2.4 Vyuziti pfedstavy rovinného éisla p¥i nasobeni

Mohlo by se zdat, ze pro dnesniho ¢tenére je sice geometrické chapani
¢isla krasnou ukazkou, jak premyslet jinak, nez je zvykem, ale pro praxi to
nezbytné je zbytecna komplikace. To vSak neni pravda. Nadhernou ukaz-
kou, kdy geometrické vniméani ¢isla naopak situaci vyrazné zjednodusi, je
predstava komutativity nadsobeni. Tu ukazuje ve svych komentafich k Za-
kladim P. Vopénka: Méame-li dokazat, ze 9 - 13 = 13 - 9, je algebraicka
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predstava pomérné pracna. (Méa-li vlak 9 vagénti po 13 cestujicich, zjevné
je pocet cestujicich ve vlaku 9 - 13. Abychom ukazali, Ze je tento podcet
roven také 13 - 9, musime si napi. zavést vhodné ¢islovani cestujicich.
Pokud v kazdém vagdénu cestujici ocislujeme, pak je v celém vlaku ces-
tujicich oznacenych jednotkou devét, cestujicich oznacenych dvojkou také
devét, ... —neboli 13-9.)

Dikaz vyuzivajici geometrické chapani ¢isla je vSak vyrazné snazsi —
dikaz, ze obdélnik o rozmérech 9 x 13 je shodny s obdélnikem 13 x 9, je
trividlni.

2.5 Cisla licholich4, sudusod4, sudolichi

Cislo sudoliché je takové &islo, které lze rozlozit na soucin sudého a
lichého ¢isla. (Ostatni analogicky.) Je zjevné, ze zafazeni ¢isla do skupiny
nemusi byt jednozna¢né. Napt. ¢islo 12 je sudosudé (12 = 2-6) i sudoliché
(12 = 4 - 3). Zde se opét ukazuje Sikovnost toho, Ze jednotku Eukleides
nepovazuje za Cislo. Kdyby povazoval, zjevné by kazdé sudé ¢islo muselo

byt sudoliché (4 =4-1).

3. Zavér

V textu bylo pfiblizeno, co znamena geometrické vnimani algebraickych
vztahi. Cely ¢lanek vychazi z algebraickych knih Eukleidovych Zakladu,
a to pievazné z cca 100 let starého prekladu Frantiska Servita — jediného®
dosud vydaného kompletniho pfekladu Eukleidovych Zékladd do cestiny.

Piimy preklad Eukleidovych Zakladu je pro dnesniho ¢tenafe ponékud
naro¢ny na porozuméni, a to hned z nékolika divodu. Nejmensi prekazkou
— pokud chceme vyuzit Servitiav preklad — je jista archaic¢nost Cestiny cca
z roku 1900. (Neni zas tak velky problém si zvyknout na zastarala slova —
napft. ,,jakyzto“, ani na odlisnou slovni zdsobu — nap¥. ,kmenné ¢islo“ =
prvodislo.) Zavaznéj$im problémem mtize byt geometrickd predstava ¢isla
— o ni bylo v ¢lanku pojednano podrobné. Podle mého nézoru nejzavaz-
néjsim problémem je pro néas ale absence matematického aparatu, ktery
méame dnes. I jednoduché vztahy jsou popsany jinak (vzhledem k nasemu
zpisobu mysleni mnohdy slozitéji), nez bychom je popsali my. (Napf.:
»A jakym dilem c¢isla C'F jest AE, za tyz dil ¢isla CD vzato téz AB.“
Pouhé prevedeni do soucasné ¢estiny by znélo takto: ,, Kolikrat je C'F vétsi
nez AFE, tolikrat je i C'D vétsi nez AB.“ My bychom vsak nejspis vyuzili

|CF| _ |CD| - N.)

napf. aparat zlomku a celou vétu bychom zapsali jako [AF] = [AB|

50 netispésnych pokusech o pieklad Zakladt do Gestiny se lze docist v [1].
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Zptistupnénim Eukleidovych Zaklada v podobé, ktera je pro praci vy-
razné prijemnéjsi a kterd se zaroven snazi zachovat historickou hodnotu
tohoto dila, je edice Eukleidovych Zaklad komentovanych Petrem Vopén-
kou — viz Eukleides 2007, 2009, 2010, 2011. (V dobé psani tohto ¢lanku
byly vydany v pfislusné edici knihy I — IV, V — VI, VII - IX a XI — XTI,
jiz se pripravuji dalsi dily.)

Postiehy publikované v tomto ¢lanku vychézi ze spoluprace autorky
¢lanku s P. Vopénkou na vydéani knih VII — IX.
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O jedné vlastnosti permutaci

MARTIN BROUSEK
poslucha¢ Prirodovédecké fakulty UP, Olomouc

P1i studiu permutaci se mizeme seznamit s mnoha zajimavymi vlast-
nostmi, ale jen z¥idka narazime na zminku o komutativnosti jejich skla-
dani. Pokud se s touto specidlni vlastnosti vSak setkdme, stavd se to
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