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Diotantovské rovnice 2. stupné
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V tomto ¢lanku se budeme zabyvat nékterymi pripady diofantovskych
rovnic 2. stupné o dvou nezndmych a déle otazkou, zda se s nimi mohou
nebo v minulosti mohli sezndmit studenti stiednich skol, pfedevsim gym-
nazii. Diofantovska rovnice 2. stupné o dvou neznamych x,y ma obecny
tvar

az? +bxy+cy? +dr +ey+ f =0,

kde a,b, c,d, e, f jsou dana cela ¢isla. Budeme se zde vénovat zejména pii-
padiim, kdy a = 0 nebo ¢ = 0. Tyto rovnice byly uvedeny v ucéebnicich
matematiky pro gymnazia a redlky, podle kterych se vyucovalo ve druhé
poloviné 19. stoleti a na pocatku 20. stoleti. Po reformé skolstvi, ktera
probéhla v letech 1908 az 1910, v ucebnicich matematiky pro tyto Skoly
zustaly uz jen diofantovské (pivodné neurcité) rovnice linedrni. Ve druhé
poloviné 20. stoleti se z ucebnic matematiky pro stfedni skoly i z vyuky
matematiky na nich takika vytratily i linearni diofantovské rovnice.

Diofantovské rovnice 2. stupné ve starych ucebnicich

Nejprve ukazeme, jakym zpusobem se diofantovské rovnice 2. stupné
o dvou neznamych fesily v nékterych ucebnicich matematiky pro gymnazia
a redlky ve druhé poloving 19. stoleti. Napitiklad v ucebnici [1] je uvedena
nasledujici tloha.
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Uloha 1

Naleznéte celociselnd Tesent x,y rovnice
mx +ny +pry =k, kde (m,n,p,k)=1,

kde m,n,p, k jsou dana celd ¢isla a symbol (m,n,p, k) oznacuje jejich
nejveétsi spolecny délitel.
Reseni. Autor postupuje tak, Ze z dané rovnice vyjadii

k—mx
n + px

y:

a obé strany této rovnice vynasobi ¢islem p. Tim dostane

pk — pmzx nm + pk
== 0 = o —

py

n —+ px n + px

Ma3-1i byt y celé ¢islo, musi n + px délit citatele nm + pk. Polozime-li

mn + pk = AB
tak, aby A =px+n, tj. x = A;” bylo celé ¢islo. Dostaneme tak
AB . B—-—m
Py = —m+ Yoy = :
pxr+n p

Jestlize p déli B — m, je i y celé ¢islo.
Tento postup se v [1] pouZiva pii FeSeni nésledujici tlohy.
Uloha 2
V mnoZiné vsech prirozenych cisel Teste rovnici
2z + 3y + Szy = 42.
Reseni. Protoze (2,3,5,42) = 1, je rovnice feitelnd. Z dané rovnice mame

42-%
Y= 350

Po vynéasobeni obou stran rovnice ¢islem 5 dostaneme

210 — 10z 216

35152 ° 3i5a
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Aby z,y byla celd ¢isla, musime citatele 216 vyjadfit jako soucin A - B
tak, ze 5 | (A — 3) a zarovenn 5 | (B — 2). Ackoliv je ¢islo 216 déli-
telné Gisly 1,2,3,4,6,8,9,12,18,24, 27, 36, 54, 72, 108, 216, pouze pro d&li-
tele 8,12, 18,27 plati, ze 216 =8 -27 =12 - 18 a ze

Gl@=3)AGIRT=2)AB|(A8=3)A(|(12-2)).
e Necht A =8, B = 27. Pak

216 8-27 8
3+5z 3+5x 3+5z
Polozime-li 8 = 3 + 5z, mame x = 1 a protoze by = —2 + 27 = 25,
jey =>.
e Necht A =18, B = 12. Pak
216 18

=12- .
3+ 5x 3+ 5x

Polozime-li 18 = 3 + 5z, je x = 3. Z rovnice by = —2 + 12 = 10
mame y = 2.

Vic nez dvé uvedena prirozena feseni v tomto pripadé neexistuji.

V soucasné dobé je obvyklejsi nasledujici zpiisob feSeni dané rovnice.
Nejprve ji vynasobime ¢islem 5 a dostaneme tak rovnici

2bxy + 10z + 15y = 210,
kterou potom postupnym vytykanim upravime na tvar
(52 + 3)(by + 2) = 216.

Nyni musi byt ¢isla 5x 4+ 3 a 5y + 2 sdruzenymi déliteli ¢isla 216. VSechny
moznosti vypiseme do nasledujici tabulky, z niz vidime, ze rovnice ma jen
dvé pfirozena feSeni.

5¢+3| 1|2 [3|4|6|8|9|12(18]24|27|36|54|72|108|216
5y +2(216|108|72|54|36(27(24|18|12|/ 9|8 |6 |4 |3 | 2 1
x — | = ]0|=]—=|1|=]—=|3|=|—-|—-|—|—|21] -
Y — | = 4| - |—=|5|—=|—|2|=|—=|—|—-|—-1 0| -
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Podobné jako v uéebnici [1] se tyto rovnice fesi také v ucebnici [2], v niZ
se navic muzeme setkat s rovnici

ky = a + bx + cz?,

kterou autor fesi pomoci kvadratickych zbytkt. Zkoumame-li zbytky, kte-
break ré dostaneme po déleni druhjch mocnin libovolnych celjch cisel
celym cislem m, zjistime, Ze pouze néktera Cisla z téch, kterd jsou mensi
nez m, se nachéazeji mezi témito zbytky. Délime-li napf. ¢islem m = 8
kteroukoli druhou mocninu celého ¢isla, zjistime, Ze zbytkem budou pouze
¢isla 0,1 nebo 4. Takové zbytky pak nazyvame kvadraticke zbytky.

Oznacime-li kvadraticky zbytek pro ¢islo m pismenem a, pak musi exis-
tovat celé ¢islo o tak, ze m | (v? — a). Mizeme sestrojit tabulku kvadra-
tickych zbytk pro ¢isla m = 3,4,...,13

¢islo m 345 6 7 8 9 10 11 12 13
kvadr. zbytek|1|0;1|1;4|1;3;4(1;2;4|0;1;4|0;1;4;7|1;4;5;6;9(1;3;4;5;9(0;1;4;9|1;3;4;9;10;12

Chceme-li nap¥. vyfesit rovnici y? = Tz + 3 tak, aby z,y byla celd &isla,
vyjadiime x ve tvaru

Protoze se ovSem ¢islo 3 nevyskytuje mezi kvadratickymi zbytky pro ¢islo
7 (viz tabulka), neexistuje zddné takové celé ¢islo  pro jakoukoli celodi-
selnou hodnotu y.

Uloha 3
V oboru celych cisel teste rovnici

ky = a + bx + cz*.
Resend. Vynasobime-li obé strany dané rovnice ¢islem 4c, dostaneme
dcky = 4ac + dbex + 4c22? .

Jestlize k pravé strané posledni rovnice pfi¢teme b? a zaroveti b odecteme,
mame

4eky = 4c*x? +dbex +b% +dac—b*, tj.  4dcky = (2cx+b)? — (b® — 4ac) .
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Polozime-li m = 4ck, z = 2cx + b, w = b% — 4ac, je my = 2% — w, tedy

22—w

(1)

y =
m

Mé4-li byt y € Z, je nutné, aby m | (22 —w), neboli jinak fe¢eno, aby w byl
kvadraticky zbytek pro ¢islo m. V kladném piipadé pak z ¢isel mensich nez
m vyhleddme pravé takova, pro kterd po dosazeni za z do (1) dostaneme
¢islo délitelné cislem m.
Pro tuto hodnotu z pak ze vztahu z = 2cx + b uré¢ime x tak, aby podil
(x —b)/2¢ byl celé Eislo.

Tento postup si ukazeme v tloze:

Uloha 4
V oboru celych cisel naleznéte Tesent rovnice

2y = 3 — bz + 222,
Resend. Obé strany rovnice vynasobime ¢islem 8 a dostaneme rovnici
16y = 24 — 40z + 1622,
kterou jesté upravime na tvar
16y = 1622 — 40z +25+24 — 25, tj. 16y = (4o —5)> —1.

PoloZzime-li
dr — 5=z, (2)
mame

22 -1

Protoze pro ¢isla z = 7,9,15 opravdu 16 | (22 —1), je ¢islo 1 kvadratic-
kym zbytkem pro ¢&islo 16. Ze vztahu (2) pak pro x = (z + 5)/4 dostaneme
celé ¢islo pouze pro z =7 a z = 15, a to x = 3 a « = 5. Ze vztahu (3) pak
je y=3ay=14.

Je ovSem ziejmé, zZe i jina Cisla vétsi nez 16 maji tu vlastnost, ze
dosadime-li je za z, v (2), (3) dostaneme celo¢iselné hodnoty x,y. Polozi-
me-li totiz v (2), (3)

y:

z=T+ 16k, resp. z=15+161,
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dostaneme z =344k, resp. t=5+41 a y=3+ 14k + 16k2, resp.
y = 144+ 301 4+ 1612, kde k,l € Z. Tedy napt. pro z = 23, resp. z = 31
(tj- k=1=1) méme

(z,y) € {(7:33),(9;60)}

Vsimneme si jesté, jak se v uéebnici [3] fesi diofantovské rovnice 2. stup-
né obecnéjsiho tvaru.

Uloha 5
V oboru celych cisel reste rovnici

ax® +bry +cx +dy+e=0, (a,b,c,d) =1.

v

Reseni. 7 dané rovnice vyjadiime

—G,CL'2 —CIr — e

— — p
L M d

Jsou-li m,n,p zlomky, vynasobime cely vyraz nejmensim spolecnym na-

sobkem jejich jmenovateli. Nova rovnice pak bude mit tvar

D

Maji-li byt x,y celd ¢éisla, musi (bx + d) | D. Nalezneme tedy vSechny
délitele ¢isla D a za x vezmeme takova cela éisla, pro kterd (bx + d) | D.
7Z nich pak vybereme ta, pro kterd je y € Z.

Ukéazeme to pii feseni tlohy.
Uloha 6

V kladnych celych cislech reste rovnici

222 + 3xy — 4z — 2y —20=0.

Resend. Vyjadiime-li z dané rovnice y, mame

—222 + 4z + 20 2 8 196 196
3z 2 37 9 T o@a—g) W T OIS

Polozime-li postupné

3r—2=1; 2; 4; 7; 14; 28; 49; 98; 196,
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mame

3 16 100
z=1; 7 2; 3; 3 10; 17; = 66 .
Ve vyrazu
—22% + 42 + 20
3z — 2

je pro kazdé kladné celé ¢islo x jmenovatel kladny. Ma-li proto byt kladny

¢itatel, mtzeme za x dosadit pouze takova ¢isla, kterd jsou nejvyse rovna

¢islu 5. ReSenimi dané rovnice jsou (z,v,2) € {(1;2;3),(22;5;2)}.
Podobné se tyto rovnice fesi také v ucebnici [2].

Diofantovské rovnice 2. stupné v Matematické olympiadé (MO)

Jak jiz bylo vySe uvedeno, ve druhé poloviné 20. stoleti se diofantovské
rovnice 2. stupné v ucebnicich matematiky pro stredni Skoly neobjevuji,
ale i v této dobé se s nimi muzeme setkat mezi illohami MO pro stfedni
skoly, a dokonce i pro zakladni skoly. Uvedeme nékteré z téchto tloh a
jejich feSeni navrzend autory uloh.

V 17. ro¢niku MO se objevila tloha C-I-3.

Uloha 7
Urcete délky stran vsech pravouhlych trojihelniki, které maji soucasné
tyto vlastnosti:

a) délky stran v centimetrech jsou celd ¢isla;

b) obvod trojihelniku v cm je roven obsahu trojihelniku v cm?.

Reseni. Oznacime-li délky odvésen a, b a délku prepony c, dostaneme
podle zadani tlohy rovnici

%ab =a+b+c, zarover plati a?+b%*=¢2.
Vyloucenim c ze soustavy téchto dvou rovnic dostaneme rovnici
ab(ab — 4a — 4b+ 8) = 0,
protoze a > 0, b > 0, musi platit

ab—4a —4b+ 8 =0.
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Tim dostaneme diofantovskou rovnici 2. stupné, kterou upravime na tvar
(a—4)(b—4)=2_8.

Cisla a—4 a b—4 jsou sdruzeni délitelé ¢isla 8. VSechny moznosti sestavime
do tabulky.

a—4 1 2 4 8| -1 | -2 | —4 | =8
b—4 8 4 2 1| -8 4] -2 -1
a 6 8 | 12 3 2 0| —4
12 8 6 5 | —4 0 2 3

c 13 | 10 | 10 | 13 - - - -

Zdver. Uloha ma dvé fesent, a to (a, b, ¢) = (5;12;13) a (a, b, c) = (6;8;10)
v centimetrech.

Podobny charakter m4 i iloha C-I-2 ze 34. ro¢niku MO.

Uloha 8
Urcete rozmeéry pravidelnych ctyrbokiych hranoli téchto vlastnosti:

1) délky jeho hran jsou vyjddieny celymi éisly,
2) welikost objemu hranolu a wvelikost povrchu hranolu jsou vyjddieny

tymz cislem.

Reseni. Oznacime-li velikost strany ¢tvercové podstavy hranolu a a vysku
hranolu b, dostaneme rovnici

a®b = 2a® + 4ab, kterou upravime do tvaru (a —4)(b—2) = 8.

Z této rovnice stejnym zpusobem jako u pfedchozi tlohy dostaneme ¢tyri
feseni (a,b) = (5;10), (6;6), (8;4) i (12;3).
V 51. ro¢niku MO se objevila tloha C-1-4.

Uloha 9

Josef se vracel z vyletu. Nejdrive jel vlakem a pak pokracoval ze za-
stavky na kole. Celd cesta mu trvala presné 1 hodinu 30 minut a urazil
pFi ni vzddlenost 60 km. Viak jel primérnou rychlosti 50 km/h. Urcete,
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jak dlouho jel Josef na kole, kdyZ jeho rychlost v km/h je vyjddrena pii-
rozenym cislem stejné jako vzddlenost merend v km, kterou na kole ujel.

Reseni. Ozna¢me v vzdalenost v kilometrech, kterou Josef ujel na kole,
a r jeho rychlost v km/h. Ze zadéani tlohy pak dostaneme rovnici

60—v w

20 +-= ; , kterou upravime do tvaru (50 —r)(v + 15) = 750.
r

Jelikoz vzdalenost v je kladné celé ¢islo mensi nez 60, tak pro ¢islo v+ 15
plati 15 < v 4+ 15 < 75. Zaroven je ¢islo v + 15 délitelem ¢isla 750. Tudiz
mame pro ¢islo v + 15 jen t¥i moznosti, a to 25, 30 a 50. Tedy vzdalenost
v muze byt 10, 15 nebo 35 km. Tomu odpovidaji pro rychlost » moznosti
20, 25 nebo 35 km/h.

Josef jel na kole ¥ hodin.
Zdvér. Uloha ma t¥i feseni, Josef jel na kole bud 30, 36, nebo 60 minut.

Ulohy stejného typu se objevuji i v matematické olympiadé pro zakladni
skoly. Napf. v 39. roéniku MO muzeme nalézt nasledujici tlohy Z8-1-6
a 7Z8-11-1.

Uloha 10
Najdéte vsechna kladnd celd ¢isla a, b, pro néz plati

ab+a+b=1989.
Resend. P¥i feSeni se doporuéuje upravit rovnici do tvaru
(a+1)(b+1)=1990

a ¢islo 1 990 rozlozit na soucin dvou ¢initelt vétsich nez 1. VSechny moz-
nosti zapiseme do tabulky:

a+1 2 ) 10 | 199 | 398 | 995
b+1 | 995 | 398 | 199 10 5 2
a 1 4 9 | 198 | 397 | 994
b 994 | 397 | 198 9 4 1

Tim v poslednich dvou fadcich tabulky dostavame vSechna feSeni tlohy.
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Druhou mozZnosti, jak tuto tlohu fesit, je pfevést danou rovnici do tvaru

1989 — b
T b+1

a pravou stranu dale upravit takto

L 1990
Cb+1

Nyni musi byt b+ 1 délitelem ¢isla 1 990 vétsim nez 1. Dalsi postup je
potom stejny jako u piredchoziho feseni.

Uloha 11

Je dan obdélnik s celociselnymi délkami stran. Zvétsime-li jednu jeho
stranu o 4 a druhou zmensime o 5, dostaneme obdélnik s dvojndsobnym
obsahem. Urcete strany daného obdélniku. Najdéete vsechny moZnosti.

Resend. Jestlize délky stran daného obdélniku oznaéime a, b, dostaneme
neurcitou rovnici

(a+4)(b—>5) = 2ab.

Tuto rovnici mizeme upravit do tvaru
(a—4)(b+5)=-40

a Cislo —40 rozlozit na soucin dvou c¢initelt. Nemusime ovSem uvazovat
vSechny rozklady ¢isla —40, protoze z podminky a > 0 a b > 0 plyne
a—4>—4ab+5>5 Tomu vyhovuji jen dvé moznosti a —4 = —2 a
b+5=20neboa—4=—-1ab+5 = 40. Tudiz ma Gloha dvé feseni,
strany daného obdélniku maji délky 2 a 15 nebo 3 a 35.

Druhou moznosti je upravit rovnici

(a+4)(b—5)=2ab dotvaru a=4—- ——.
Proto musi b + 5 délit ¢islo 40 a zaroven b + 5 > 5. Tudiz b+ 5 =
=8, 10, 20, 40 a b = 3, 5, 15, 35. Jelikoz a > 0, tak z téchto ctyr

moznosti vyhovuje jen b = 15 nebo b = 35.

Pri studiu starych uc¢ebnic matematiky pro gymnazia a redlky nas velice
prekvapilo, jak obséhle se v nich vykladaji nékteré ¢asti elementarni teorie
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¢isel. V nasem c¢lanku jsme proto chtély ctenare seznamit alespon s né-
kterymi typy diofantovskych rovnic, které se v nich vyskytuji. Kromé zde
uvedenych diofantovskych rovnic se ve zminiovanych ucebnicich objevuji
i dalsi typy diofantovskych rovnic a déle také napiiklad teorie fetézovych
zlomkt a teorie kongruenci uzivana hlavné k feseni linedrnich diofantov-
skych rovnic. S témito tématy se v souCasnych ucebnicich matematiky
pro stfedni skoly vibec nesetkdvame. Uvédomili jsme si ovSem, Ze i v po-
slednich desetiletich se s llohami z této ¢asti matematiky muze seznamit
alespon uzka skupina stfedoskolskych studenti, ktefi patii mezi fesitele
matematické olympiady. Po celd desetileti se mezi illohami matematické
olympiady tradi¢né objevuji tlohy z elementarni teorie ¢isel a mezi nimi
také diofantovské rovnice nebo slovni tlohy, které vedou k feSeni téchto
rovnic.
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Nekolik myslenek z Eukleidovych
Zakladi

EVA PATAKOVA
Pedagogicka fakulta UK, Praha

Knihy VII - IX Eukleidovych Zékladu jsou vzhledem k dalsim knihdm
Zaklad@ pomeérné netypické. Ve vétsiné knih zékladt totiz Eukleides fesi
geometrickymi prostiedky ¢isté geometrickou tematiku, zatimco v knihach
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VII - IX jsou to problémy dnes povazované za typicky algebraické. (Jedné
se o poméry, délitelnost, prvocisla apod.) Nicméné i k této problematice
pristupuje geometricky.

Clanek nabizi nékolik podnétt k zamysleni nad ,,jinou matematikou*,
nez na jakou jsme v dnesni dobé zvykli. Nejedna se o faktograficky popis
jejich obsahu, ale spise o ukazku zpusobu, jak mizeme vystavét hluboké
algebraické poznatky ,,pouze“ pomoci jazyka geometrie.

1. Geometrické nahliZeni algebraickych problému

Eukleides na vSechny problémy nahlizel pouze geometricky. To je ale
pro dnesniho ¢tenafe dost neobvyklé a naro¢né — jsme uz totiz zvykli pre-
myslet jinym zpusobem. Navic diky tomu, Ze od doby Eukleidovy bylo
objeveno velké mnozstvi matematickych poznatktl a zavedena néktera
znafeni (napf. prace s proménnou), jsou pro dne$niho ¢tenafe Euklei-
dovy dtikazy aritmetickych tvrzeni i zbytecné zdlouhavé. Velké mnozstvi
vét, jejichz dikazy jsou v Zakladech relativné dlouhé, je mozné s vyu-
Zitim algebraického mysleni a algebraického znadeni (proménnd, zlomky,
apod.) dokdzat trividlng, ¢asto by tyto dikazy zvladlo i $kolou povinné
dité. (Aby ale nedoslo k nedorozuméni, je tfeba poukazat na to, Ze hodné
problémi z Eukleidovych aritmetickych knih rozhodné trividlni neni ani
pro dnesniho Gtenéfe.)

My musime ale dilo uvazovat vzhledem k dobé, ve které vzniklo.
A vzhledem k prostiedktim, které byly v Eukleidové dobé k dispozici,
jsou v Zakladech obsazené ditkazy velice elegantni. Jak plyne z dosud na-
psaného, pro dnesniho ¢tenéfe nebude text knih VII — IX Zakladd prav-
dépodobné slouzit jako ,ucebnice“, protoze vétsinu obsazenych dukazu
bychom dnes vedli jinak. Text je ale velice obohacujici, protoze c¢tenari
otevird nové obzory a odbourava stereotypy.

Pro cely nasledujici text plati, ze pouzité proménné znaci nejednotkové
prirozené cislo.

1.1 Jak dokazat jednu vétu o pomérech

Abychom nehovofili pouze teoreticky, uvedme konkrétni ptiklad (tvr-
zeni VIL., kniha VII). Pro néj je potfeba védét, ze Eukleides vnima4 ¢islo
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jako délku usecky. Nejprve si uvedeme znéni véty i jejtho dikazu v Servi-
tové prekladu® (obr. 1)2.

VIL

Kdyz je ¢islo ¢isla dilem, jakym odeétené odeéteného, také
zbytek zbytku tymz dilem bude, jakym celek celku.

AR B Nuze bud’ &slo AB dilem &isla
CD, jakym odectené AE ode-
G G F D ¢teného CG; pravim, ze téz

t 1 t

zbytek EB zbytku F'D tymz
dilem jest, jakym celek AB celku CD.

Nuze jakym dilem ¢isla CF'jest AE, budizi EB tymZ dilem
&isla CF. A jezto, jakym dilem isla CF jest AE, tymz dilem
¢&isla CG je téz EB, tedy jakym dilem ¢isla C'F jest AE, tymz
dilem ¢isla GF jest AB. A jakym dilem ¢isla CF jest AE, za
tyz dil &isla CD vzato téZ AB; jakym tedy dilem ¢isla GF
je téz AB, je také tymz dilem &isla CD; procez GF = CD.
Spole¢nym odectéme C'F, tedy zbyvajici GC = FD. A jezto,
jakym dilem ¢&isla C'F jest AE, tymz dilem ¢isla GC je téz EB
a GC = FD, tedy jakym dilem ¢&isla C'F jest AE, tymz dilem
isla D je téz EB. AvSak jakym dilem ¢isla C'F jest AE, tymz
dilem ¢&isla CD je téz AB; tedy téz zbytek EB je tymz dilem
zbytku FD, jakym celek AB celku CD.

Obr. 1 Eukleiduav text v Servitové prekladu

Text prepsany do dnesniho jazyka

Tvrzeni prepsané do moderni terminologie zni nasledovné: Méjme dany
dvé trojice cisel ve vztahu mensenec — mendsitel — rozdil. Pokud druhy
mensenec je stejnym ndsobkem prunitho mensence jako druhy mengsitel
pruntho menditele, pak jsou ve stejném vztahu i jejich rozdily.

Pro vétsinu ¢tenari dnes je vSak pravdépodobné nejsrozumitelnéjsi na-
sledujici neslovni vyjadfeni:

IServitiiv pieklad Eukleidovych Zakladti (jediny kompletni p¥imy pieklad Zakladi
vydany v esting) je cca z roku 1900. Kniha Zakladi komentovanych Petrem Vopénkou,
na jejiz pripravé se autorka ¢lanku podilela, jiz neni pfimym prekladem, ale zpfistup-
nénim textu dneSnimu ¢tenafi. V druhé ¢asti knihy je otiStén praveé Servitav preklad,
uvedend ukazka je ze str. 109.

2V textu se vyskytuje chyba — ve tietim fadku ditkazu zjevné mélo byt CF misto
CG a naopak na zacatku druhého fadku druhého odstavce CG misto CF.
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Necht a, b, c,d, e, f,k € N. Pak plati

a—b=c

- =f=k-c
d=k-a f
e=k-b

Algebraicky dukaz je velmi snadny:

d—e=f,
k-a—k-b=f,
k-(a=b) =/,
k-c=f.

Nyni se podivejme na puvodni Eukleidiv dikaz uvedeny v Servitové
prekladu. Komentar k dikazu je vSak citelné zmoderniovan, a to pouziva-
nim slova k-nésobek. (Eukleides k dispozici pismenné znaceni proménné
nemd.) Bez této ,modernizace“ by dochdzelo k prodluzovani a zhorSeni
srozumitelnosti textu — viz Servituv preklad.

Oba rozdily znazornime pomoci usecek, jak je vidét na obr. 2. Od
usecky AB odecteme tsecku AFE, rozdilem je tisecka FB. Stejné tak od
usecky CD odeéteme usecku CF, rozdilem je tsecka F'D. (Rozdily jsou
vyznadeny Srafovanim.) Pfitom vime, Ze isecka C'D je k-nésobkem tsecky
AB a tsecka CF k-nasobkem usecky AFE. Chceme dokazat, ze i tsecka
FD je k-nasobkem usecky EB.

| /L1 L)
: 77777
A E B
L LL LA
' 77777
C F

Obr. 2 Znazornéni rozdila

Pro diikkaz nemame k dispozici vytykani v algebraickém smyslu slova.
Z tvrzeni V. v knize VII vsak mame dokazéno, ze ,Kdyz je cislo ¢isla
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dilem a jiné jiného tymz dilem, téZ soucet obou tymz dilem bude souctu,
jakym jedno jednoho.“ Neboli Ze pokud secteme k-nasobek jedné tsecky
s k-nasobkem druhé tsecky, vysledny soucet bude k-nasobkem souctu pi-
vodnich tsecek.

Vyrobime si proto tsecku, ktera je k-nasobkem usecky FB, a vhodné ji
naneseme z bodu C' na polopfimku opac¢nou k poloptimce C'D. Na obr. 3
je tedy tsecka C'G k-nasobkem usecky EB. Pak zajisté tsecka GF je k-
nasobkem usecky AB, protozZe je souttem usecky CG (k-ndsobku tsecky
EB) a tisecky CF (k-nasobku tisecky AE). 3

I /11 /)

' s

A E B
e 7T
G C F D

Obr. 3 Pfidani usecky CG

Nyni vime, Ze tsec¢ka GI' je k-ndsobkem tusecky AB. Z predpokladu
tvrzeni vSak také vime, ze tisetka C'D je k-nasobkem usecky AB. Z toho
vyplyva, ze tseCka GF a usecka C'D jsou shodné. Pritom tsecka CF je
obéma zminénym useckam spole¢na, tudiz musi byt shodné i asecky CG
a F'D. Jelikoz vSak CG je k-nasobkem tsecky E B, musi byt k-nasobkem
usecky E'B i tisecka F'D, coz jsme chtéli dokazat.

Jiny zpusob dukazu zminéné véty

Uvedeny zptisob dikazu samoziejmé neni jediny, jak by bylo mozné
zminénou vétu dokazat geometricky. Ukazme si jesté alespon jeden geo-
metricky dukaz.

Opét zndzornime prvni rozdil pomoci tse¢ky AB rozdélené bodem F
a druhy mensenec pomoci tsecky CD, jako je na obr. 2.

3Zde je opét vidét odlisnost od soucasné terminologie. Dnes bychom tsecku GF
za pouziti zavedenych neznamych vyjadrili jako k - ¢ + e, tedy jako soucet objektu.
Eukleides ji — aniz by zavadél novou neznamou — oznacuje jen jako usecku GF, tedy
jako jediny objekt.
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Rozdélme si nyni tsecku C'D na k tisecek shodnych s tseckou AB. 4
7 kazdé takto ziskané tisecky muzeme oddélit tsecku shodnou s tseckou
AEFE (obr. 4). Pocet takovych tsedek bude zajisté roven k a soudet téchto
usecek je pravé roven zbytku tsecky C'D po oddéleni k tsecek shodnych
s AE. Zbytek tsecky CD po oddéleni k-nasobku tsecky AFE proto bude
k-nasobkem tusecky E B, coz jsme chtéli dokazat.

—

A E B

— — //////K > 11111/ /111114
~— /77777 1771777 ///////I
C

Obr. 4 Jiny zptsob dukazu

2. Zajimavé pojmy a vztahy

Eukleidovo chapani nékterych pojmt je jiné, nez jak je chapeme my
dnes. Zatim jsme vSak nenarazili na to, ze v Zakladech se vyskytuji pojmy,
které se dnes uz nepouzivaji viibec (napf. sudosudé ¢islo, budou uvedeny
v prekladu podle Servita). Zkusme se nyni podivat na nékteré zajimavosti.

2. 1 Chapani pojmu ,,¢islo*

Uz z predchoziho textu plyne, Ze pojem ¢islo asi nebude u Eukleida
chapan stejné jako u nas. Je zjevné, Ze napt. zaporné c¢islo pro Eukleida
neni pfipustné, nebot kazdé ¢éislo (v jeho pojeti tohoto slova) je pro néj
znéazornitelné tseckou. Pojeti ¢isla, se kterym Eukleides v algebraickych
knihach pracuje, je takové, Ze ¢islem je pro néj jakékoli nejednotkové pii-
rozené Cislo. Jednotka ma v pojeti Eukleidové zvlastni postaveni, proto ji
vzdy diskutuje zv1ast, ,¢islem“ pro néj neni. (Zvl4stni postaveni jednotky
je vidét napf. na nesoudélnych c¢islech. V nasi terminologii musime Fict,
ze jediny spole¢ny délitel nesoudélnych ¢isel — v rdmci pfirozenych Cisel —
je jedna. Pro Eukleida neexistuje ¢islo, které by bylo spoleénym délitelem
nesoudélnych éisel.)

40pét sice pro prehlednost textu je pouzito moderni znageni proménné k, Eukleides
ale mél zptusob, jak pracovat s proménnym mnozstvim usecek bez ,nasi“ symboliky
(dikaz instruktivnim pfikladem).
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2.2 Dil, dily

Nutnost rozlisovat mezi dilem a dily zmizela s nastupem zlomka. Je-li
¢islo dilem jiného éisla, je jeho délitelem. (D4 se vyjadrit jako jedna n-tina
tohoto éisla.) Je-li ¢islo dily jiného ¢isla, je jeho ¢asti, kterd ale neni jeho
dilem. (Lze vGéi vétsimu Eislu vyjadiit pravym zlomkem, kde v ¢itateli
v zékladnim tvaru neni jednotka.)

Toto terminologické vymezeni je vice vztazené ke geometrické interpre-
taci ¢isla. Sdm nazev dil (dily) navozuje pfedstavu opravdu mechanického
rozdéleni ¢isla. Napf. ¢islo 5 je dilem ¢isla 15, protoze ¢islo 15 lze rozdélit
na tfi dily o velikosti 5. Zatimco ¢islo 10 neni dilem ¢isla 15, protoze ¢islo
15 na dily velikosti 10 beze zbytku rozdélit nejde. Lze ale fict, ze ¢islo 10
je dily ¢isla 15, protoze ¢islo 15 1ze rozdélit na dily velikosti 5 a z téchto
dilt mizeme slozit ¢islo 10.

Je tedy zjevné, ze v kazdé dvojici ¢isel je mensi cislo dilem, nebo dily
¢isla vétstho. (Viz tvrzeni IV. v knize VIL.) Protoze i kdyz jsou &isla ne-
soudélné, vetsi z ¢isel lze vzdy rozdélit na dily jednotkové a z nich potom
slozit ¢islo mensi.

2.3 Rovinna cisla, cisla télesova

Jiz je feceno vyse, ze interpretace cisel jsou u Eukleida geometrické.
Nejptirozenéjsi geometricka interpretace sou¢inu dvou c¢isel je obsah ob-
délnika, jehoz stranami jsou usecky reprezentujici dand ¢éisla (tzv. rovinné
¢islo). Interpretaci soudinu tif ¢isel je pak objem kvadru, jehoZ hranami
jsou usecky reprezentujici dana ¢isla. Je zjevné, ze soucin dvou stejnych
¢isel neboli druhou mocninu éisla reprezentuje obsah ¢tverce s prislus-
nou stranou — a opravdu se tomuto specidlnimu rovinnému ¢islu ¥ika éislo
¢tvercové. (Vzpomenme si, Ze je§té pomérné neddvno se druhé mocniné
¢isla i v Ceské terminologii fikalo ,Gtverec ¢isla“.) Analogicky tiet{ moc-
nina ¢isla jako specidlni pripad télesového ¢isla byla oznacovana jako ¢islo
krychlové.

2.4 Vyuziti pfedstavy rovinného éisla p¥i nasobeni

Mohlo by se zdat, ze pro dnesniho ¢tenére je sice geometrické chapani
¢isla krasnou ukazkou, jak premyslet jinak, nez je zvykem, ale pro praxi to
nezbytné je zbytecna komplikace. To vSak neni pravda. Nadhernou ukaz-
kou, kdy geometrické vniméani ¢isla naopak situaci vyrazné zjednodusi, je
predstava komutativity nasobeni. Tu ukazuje ve svych komentatich k Za-
kladim P. Vopénka: Méame-li dokazat, ze 9 - 13 = 13 - 9, je algebraicka
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predstava pomérné pracna. (M&-li vlak 9 vagént po 13 cestujicich, zjevné
je pocet cestujicich ve vlaku 9 - 13. Abychom ukazali, Ze je tento pocet
roven také 13 - 9, musime si napf. zavést vhodné ¢islovani cestujicich.
Pokud v kazdém vagdnu cestujici ocislujeme, pak je v celém vlaku ces-
tujicich oznacenych jednotkou devét, cestujicich oznacenych dvojkou také
devét, ... —neboli 13-9.)

Dikaz vyuzivajici geometrické chapani ¢isla je vsak vyrazné snazsi —
dikaz, ze obdélnik o rozmérech 9 x 13 je shodny s obdélnikem 13 x 9, je
trividlni.

2.5 Cisla licholich4, sudusod4, sudolicha

Cislo sudoliché je takové &islo, které lze rozlozit na soucin sudého a
lichého ¢éisla. (Ostatni analogicky.) Je zjevné, ze zafazeni ¢isla do skupiny
nemusi byt jednozna¢né. Napt. ¢islo 12 je sudosudé (12 = 2-6) i sudoliché
(12 = 4 - 3). Zde se opét ukazuje Sikovnost toho, Ze jednotku Eukleides
nepovazuje za Cislo. Kdyby povazoval, zjevné by kazdé sudé ¢islo muselo

byt sudoliché (4 =4 -1).

3. Zavér

V textu bylo pfiblizeno, co znamené geometrické vnimani algebraickych
vztahi. Cely ¢lanek vychazi z algebraickych knih Eukleidovych Zakladd,
a to pievazné z cca 100 let starého prekladu Frantiska Servita — jediného®
dosud vydaného kompletniho prekladu Eukleidovych Zakladt do cestiny.

Pfimy preklad Eukleidovych Zakladi je pro dnesniho ¢tenare ponékud
naro¢ny na porozuméni, a to hned z nékolika divodi. Nejmensi prekazkou
— pokud chceme vyuzit Servitav preklad — je jista archai¢nost cestiny cca
z roku 1900. (Neni zas tak velky problém si zvyknout na zastarald slova —
napft. ,,jakyzto“, ani na odlisnou slovni zdsobu — napt. ,kmenné ¢islo“ =
— o ni bylo v ¢lanku pojednano podrobné. Podle mého nazoru nejzavaz-
néjsim problémem je pro nas ale absence matematického aparatu, ktery
méame dnes. I jednoduché vztahy jsou popsany jinak (vzhledem k nasemu
zpusobu mysleni mnohdy slozitéji), nez bychom je popsali my. (Napf.:
»A jakym dilem c¢isla CF jest AE, za tyz dil ¢isla CD vzato téz AB.“
Pouhé prevedeni do soucasné ¢estiny by znélo takto: ,, Kolikrat je C'F vétsi
nez AFE, tolikrat je i C'D vétsi nez AB.“ My bychom vsak nejspis vyuzili

napf. aparat zlomku a celou vétu bychom zapsali jako Ii—gi = % eN.)

50 netispésnych pokusech o pieklad Zakladt do estiny se lze doéist v [1].
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Zptistupnénim Eukleidovych Zakladt v podobé, ktera je pro praci vy-
razné prijemnéjsi a kterd se zaroven snazi zachovat historickou hodnotu
tohoto dila, je edice Eukleidovych Zaklad komentovanych Petrem Vopén-
kou — viz Eukleides 2007, 2009, 2010, 2011. (V dobé psani tohto ¢lanku
byly vydany v pfislusné edici knihy I — IV, V — VI, VII — IX a XI — XII,
jiz se ptipravuji dalsi dily.)

Postiehy publikované v tomto ¢lanku vychéazi ze spoluprace autorky
¢lanku s P. Vopénkou na vydani knih VII - IX.

Literatura

[1] Beévdfovd, M.: Ceské preklady a cesti prekladatelé Eukleidovych Zdkladdi. Pied-
naska z konference Eukleides: Zaklady geometrie. Plzen, 2008. Dostupné on-line:
http://www.kfi.zcu.cz/akce/2008 /eukleides/becvarova.pdf [cit. 2. 2. 2012]

[2] Fuklides: Zaklady. Knihy I — IV komentované Petrem Vopénkou. Nymburk : OPS,
2007.

[3] Fuklides: Zaklady. Knihy V — VI komentované Petrem Vopénkou. Nymburk : OPS,
2009.

[4] FEuklides: Zaklady. Knihy VII — IX komentované Petrem Vopénkou. Kanina : OPS,
2010.

[5] Fuklides: Zaklady. Knihy XI — XII komentované Petrem Vopénkou. Kanina : OPS,
2011.

Grantova podpora
Clanek vznikl za podpory grantu GAUK ¢&. 303511.

O jedné vlastnosti permutaci

MARTIN BROUSEK
posluchaé¢ Prirodovédecké fakulty UP, Olomouc

P1i studiu permutaci se mtuzeme seznamit s mnoha zajimavymi vlast-
nostmi, ale jen z¥idka narazime na zminku o komutativnosti jejich sklé-
dani. Pokud se s touto specidlni vlastnosti vSak setkdme, stavd se to
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v souvislosti s tzv. disjunktnimi permutacemi. Cilem tohoto prispévku
je poskytnout ¢tenaitim informaci o poc¢tu permutaci, které jsou s danou
permutaci komutativni. V zévéru ¢lanek porovnava na ptikladu pocet dis-
junktnich a vSsech komutativnich permutaci.

Uvedme nejprve nékteré dilezité pojmy a definice. Symbolem | M| zna-
¢ime pocet prvki konecné mnoziny M. Pevnym bodem permutace ¢ ne-
prazdné konecné mnoziny M rozumime kazdy prvek a € M, pro ktery
plati ¢(a) = a. SloZenim permutaci ¢ a 1 rozumime takovou permutaci
@ o1, kde pro kazdy prvek a z mnoziny M plati (¢ o ¥)(a)=p(¥(a)).
Definice 1

Permutace ¢,% prvka neprazdné konecné mnoziny M nazveme navza-
jem disjunktni, pravé kdyz pro mnoziny M,, M, jejich pevnych bodu
plati

MyU My =M.

Skladani takovych dvojic disjunktnich permutaci je, jak znamo, pritom
komutativni. Snadny dikaz tohoto tvrzeni nalezneme napt. v publikacich
[1] nebo [2]. Tuto skute¢nost si mizeme ukdzat na piikladu:

(12345678 a b= 12345678
7~ 13524678 - \12345786

Obé permutace jsou evidentné disjunktni, pfiCemz jejich komutativnost

1ze snadno ovérit:
12345678
poy= <13524786> =vey

Za pozornost vSak rovnéz stoji permutace, které s danou permutaci
¢ disjunktni nejsou, a pritom jejich slozeni s ¢ je komutativni. Napf.
pro vyse uvedenou permutaci ¢ a permutaci p

/12345678
= 65432871

plati
o (12345678\ _
vee=\ga253871)  °2°%"
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Definice 2

Necht je ddna permutace ¢ n-prvkové mnoziny M. Pro kazdé a € M
nazyvame posloupnost

a, ‘P(a)’ 902<a)a (p?’(a),. =

orbitou prvku a v permutaci . Mnozinu vSech navzajem raznych prvka
této posloupnosti zna¢ime O;, kde 1 < < n.

Poznamka. Pro zjednoduseni budeme ¢asto pojem orbita pouzivat také
pro mnozinu navzajem ruznych prvkia této orbity a pro oboji budeme
pouzivat oznaceni O;.

Pti podrobnéjsim studiu se zde naskyta zajimava otazka: Kolik exis-
tuje permutaci ¢ vzhledem k dané n-prvkové permutaci ¢, jejichz slozeni
permutaci ¢ je komutativni? Na tuto otdzku dévd odpovéd néasledujici
véta.

Véta

Necht ¢ je permutace k-prvkové mnoziny M. Pak pro pocet S vSech
permutaci v, které jsou s ¢ navzidjem komutativni, plati:

S = (1%dy1)(2%dy) . .. (k%*dy!) prdp!,

kde k je pocet prvkil permutace ¢ a d, je poCet vSech orbit s prévé p
prvky.

Diikaz. Uvazujme permutaci ¢ slozenou z orbit O, (r = 1,2,...,s).
Uvazujme nékteré dvé orbity O, a O, (|O4| = n, |Oy| = m, kde plati
m < n). Ozna¢me dale z; (¢ = 1,2, ..., n) prvky orbity O, a y; (j =
1,2, ..., m) prvky O, tak, zZe

p(w1) = T2, P(2) = T3, ..., P(Tn) = 71
a

oW1) = y2, p(y2) = vz, -, ©(Ym) = Y1.

Hledame-1i ¢ tak, aby platilo ¢ o ¢ = 1) o ¢, pak pro nase potieby
rozlisime dva pripady:

Y(x;) € O mebo Y(x;) € O, .
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Zabyvejme se nejprve diisledky prvni moznosti. Necht napt. ¢(z1) =
=1. Tedy
(pop)(z1) = (¢(x1)) = @(y1) = ¥2

a maji-li byt permutace ¢ a ¥ komutativni, pak

Y2 = (Yo p)(z1) = Y(p(r1)) = Y(22).

Stejné pak

V(23) = Y3, V(T4) = Ya, oy V(Tim) = Y,
déle vsak ¢ (z,,4+1) = y1 toto je ale moZné pouze v ptipadé, ze m = n
($m+1 ~ :171)-

M34-li tedy permutace 1 zobrazit prvek nékteré orbity na prvek jiné
orbity, musi mit tyto orbity stejny pocet prvkt a také vSechny zbyvajici
prvky prvni orbity se musi zobrazit do téZe orbity a toto zobrazeni je
jednoznac¢né urceno zobrazenim zvoleného prvku.

Podobné lze postupovat i v druhém pfipadé; necht napf¥. ¢(z1) = z3.
Plati tedy

(pov)(z1) = p(t(x1)) = p(x3) = 4.

Pokud ale plati ¢ o tp =1 o, pak

z4 = (Y o p)(21) = Y(p(21)) = P(2),
tedy ¥ (z2) = x4, stejné tak

V(x3) = as, ¥(x4) = @6, ..., V(@n_1) = 21, ¥(2) = az.

Zobrazi-li permutace 1 néktery prvek orbity O, na prvek téze orbity,
musi analogicky zobrazit i vSechny zbyvajici prvky orbity O, a toto zob-
razeni je dano jednoznac¢né zobrazenim zvoleného prvku.

Je-li tedy dana permutace ¢ a chceme urcit pocet S vSech raznych
permutaci ¢ takovych, ze poi = poyp, rozlozme nejprve orbity permutace
¢ do skupin podle poctu jejich prvki. Z predchozich poznatkt vime, ze
zadné takova permutace 1) nemtiize prvek jedné skupiny zobrazit na prvek
skupiny jiné a musi jej tedy zobrazit na néktery z prvku vychozi skupiny.
A navic se vzdy celd orbita zobrazi na celou orbitu a jednoznac¢nost tohoto
zobrazeni je zajiSténa zobrazenim jediného prvku.

Uvazujme tedy skupinu obsahujici vsechny orbity s pravé p prvky
a oznacme d, pocet téchto orbit. Existuje tak d,! moznosti, jak se mo-
hou tyto orbity na sebe vzdjemné zobrazit, a pfitom kazda z d, orbit
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se muze na jinou zobrazit pravé p zpusoby. Proto pro tuto skupinu exis-
tuje ptr dp! moznosti, a to nezévisle na vsech ostatnich skupinach. Uzitim
principu soucinu pro vSechna mozna p tak dostavame celkovy pocet vsech
moznych permutaci 1. Plati tedy

S = (1%dy1)(2%dy)) . .. (k% dj!) Hp vdy!

Tim je dikaz ukoncen.

K procviceni a objasnéni dané problematiky uvadime nasledujici pii-
klad.

Priklad

Je dana permutace
(12345678
- \14236758/°

Urcete pocet vsech disjunktnich, resp. komutativnich permutaci k permu-
taci .

[Pocet disjunktnich permutaci je 2; pocet komutativnich permutaci je
36)

Pozndmka. Pocet P disjunktnich permutaci je zfejmé P = d;!, kde d; je
pocet pevnych bodi dané permutace.

7 uvedeného ptikladu je patrné, ze disjunktni permutace tvofi jen zlo-
mek vSech komutativnich permutaci a je také zfejmé, ze jedinou permu-
taci, pro niz je pocet disjunktnich roven poc¢tu komutativnich permutaci,
je permutace identickd, nebot pravé pro ni plati, Ze vSechny jeji orbity
jsou délky 1, tj. vSechny prvky jsou pevnymi body této permutace.

Literatura

[1] Miadenovié, P.: Kombinatorika (Materijali za mlade matematicare, sv. 22). Beo-
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Zajimavé matematické tilohy

Pokracujeme v uvetejnovani dalsich novych tloh tradi¢ni rubriky Zaji-
mavé matematické tlohy. V tomto ¢isle uvadime zadani dalsi dvojice aloh.
Jejich Feseni muzete zaslat nejpozdéji do 15. 7. 2013 na adresu: Redakce
casopisu MFI, 17. listopadu 12, 771 46 Olomouc. Jejich feSeni lze zaslat
také elektronickou cestou (pouze vSak v TEXovskych verzich, p¥ip. v MS
Wordu) na emailovou adresu: mfi@upol.cz. Zajimava a origindlni feSeni
tloh radi uverejnime.

Uloha 193
Dokazte, ze soustava rovnic
r+y+z=a,
2?4?42 = b2

s neznamymi x, y, z a redlnymi parametry a, b méa realné reseni, pravé kdyz

plati
HERE

Jaroslav Svrcek

Uloha 194

Zaci dostali za domaéci tikol zvolit si t¥i kladné redlné é&isla, pak vypo-
¢itat podily libovolnych dvou z nich, pfi¢ist k nim tfeti ¢islo a vSech Sest
moznych vysledka napsat do sesitu. Petr vypocital ¢isla %, %, %, 13—0, 4, 2—??
Pan ucitel se podival na Petrovy vysledky a fekl, Ze ma ve vypoctu chybu.
Petr znovu zopakoval vypoéty (ted uZ spravné) a zjistil, Ze v jedné hod-
noté opravdu chybu udélal. Jak mohl pan ucitel bez znalosti tii Petrovych
Cisel zjistit, Ze Petr udélal chybu? Se kterymi ¢isly Petr pocital?

Pavel Calabek

Déle uvadime feseni tloh 187 az 190, jejichz zadéani byla zvefejnéna
v sedmém a devatém ¢isle predeslého (21.) roéniku naseho Gasopisu.
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Uloha 187

Je dana tisecka K L a bod S, ktery na ni nelezi. Najdéte mnozinu vSech
vrcholti B a C' rovnostrannych trojuhelniki ABC' takovych, ze A € KL
a S je stfedem AB.

Sdrka Gergelitsovd

Reseni. Necht A je bodem tsetky KL, potom bod B je bodem tsecky
K'L’ soumérné sdruzené s tiseckou KL podle stiedu S. A naopak, ke
kazdému bodu B tusecky K'L’ existuje bod A, pro ktery je S stfedem
usecky AB.

L///
IR B K
c
,5\.\5‘
P K 7 A A I
K//I
L/l ]
p

Oznac¢me P patu kolmice z vrcholu C k pfimce K L. Bod S je patou
vysky trojuhelniku ABC z vrcholu C' a body S, A, P, C tak lezi podle
Thaletovy véty na téze kruznici. Navic podle véty o obvodovém thlu jsou
uhly SPA a SCA shodné a maji velikost 30°. Pf¥imka SP proto svira
s pfimkou K L thel 30°. Vrchol C' rovnostranného trojuhelniku ABC' tak
bude lezet na kolmici p k pfimce K L, kterd prochézi bodem P, ktery je
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prusecikem pfimky prochézejici bodem S a svirajici s primkou KL thel
30°. Takové body existuji dva (v pfipadé, Ze bod S bude bodem piimky
KL to bude jeden bod P = S), uvazujme napfiklad bod P podle obrazku.
Potom C bude bodem tsecky K"”L"” C p, kde thly L”SL a K”SK jsou
pravé.

Naopak, necht C je bodem tsecky K" L". Potom kolmice k pfimce C'S
protne usecku KL v jejim bodé A a podle véty o obvodovém thlu bude
velikost thlu AC'S rovna 30°. Podobnou tivahu mtzeme provést pro druhy
prusecik P’ pfimky prochdzejici bodem S a svirajici s pfimkou KL thel
30° a dostaneme tak tsecku K"'L" (ktera je soumérné s tseckou K" L”
podle bodu ).

Mnozina vSech vrchold B rovnostrannych trojuhelniki ABC ze zadani
je tusecka K'L’, ktera je soumérnd s tse¢kou K L podle stfedu S a mno-
zina vSech vrcholi C' je sjednoceni soumérné sdruzenych tseéek KL a
KI//L///'

Poznamka. Uvedeny dikaz se da podstatné zkratit, kdyz si uvédomime,
ze bod C' je obrazem slozeni otoceni o 90° se stfedem S a stejnolehlosti
s timto stfedem a koeficientem /3 (tzv. spirdini podobnost). Proto tisecka
K"L" resp. K"'L"" je obrazem tisecky KL v této spirdlni podobnosti.

Spravnd feSeni zaslali Karol Gajdos z Trnavy, Anton Hndth z Moravan,
Frantisek Jachim z Volyné a Martin Raszyk z G v Karviné.

Netiplné tfeseni zaslal Viadimir Pavel z Blovic.

Uloha 188

Najdéte vsechny trojice (a, b, ¢) pfirozenych ¢&isel takové, ze kazdé z ¢isel
a, b, c je délitelem ¢isla a + b + c.

Robert Geretschliger (Graz)

Reseni. Bez Gjmy na obecnosti piedpokladejme a < b < c. Jelikoz c je
délitelem ¢isla a + b+ ¢, je také délitelem éisla a + b < 2¢. Proto plati bud
a~+ b= 2c, nebo a + b = ¢. Oba prfipady posoudime samostatné.

V priipadé a + b = 2¢ z nerovnosti a < b < ¢ plyne a = b = c. Trojice
(a,a,a), kde a je libovolné pfirozené ¢islo, ziejmé zadani vyhovuje, jak
snadno ovéfime zkouskou.

Nyni pfedpokladejme, Ze ¢ = a+b. Protoze b je délitelem ¢isla a+b+c, je
také délitelem cisla a +c = 2a+0b, a tedy i délitelem ¢isla 2a. Z nerovnosti
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a < b plyne bud a = b, nebo a = 2b. Pro libovolné prirozené &islo a
v prvnim pfipadé zkouskou ovéfime, Ze trojice (a, a,2a) vyhovuje zadani.
Podobné ve druhém piipadé ovéfime, ze trojice (a,2a,3a) také vyhovuje
zadani.

Uloha mé FeSeni 10 typti. Pro libovolné piirozené &slo a jsou FeSe-
nimi trojice (a,a,a), (a,a,2a), (a,2a,a), (2a,a,a), (a,2a,3a), (a,3a,2a),
(2a,a,3a), (2a,3a,a), (3a,a,2a), (3a,2a,a).

Spravné feseni zaslali Karol Gajdos z Trnavy, Anton Hndth z Moravan
a Martin Raszyk z G v Karviné.

Netiplné feseni zaslal Viadimir Pavel z Blovic.

Uloha 189

Necht ABC je libovolny ostroihly trojihelnik. Ozna¢me D, E,| F paty
vysek po fadé z vrcholi A, B, C. Dale necht K, L, M jsou pruseciky
kruznice opsané trojihelniku ABC' s pfimkami AD, BE, CF (rfiznymi
od A, B, C). Dokaite, ze plati

IA

_ {IKD| |LE| |MF|\ _1
|AD||BE|’ |CF| [ =3

Jaroslav Svrcek

Resent. Necht V je priisecik vysek ostrothlého trojihelniku ABC. Podle
znamého tvrzeni plati, ze obrazy bodu V v osovych soumérnostech podle
pfimek AB, BC, C' A lezi na kruZnici danému trojihelniku opsané. Tyto
obrazy jsou po fadé M, K, L. Trojahelniky ABV a ABM jsou shodné,
maji proto stejné obsahy, proto pro obsahy Ssapy a Sapc trojihelniki
ABV a ABC plati

Sapy _|VF| |MF|

Sapc  |CF| |CF|

Podobné plati

Sscy _ |VD| _|KD| Scav _ [VE| _ |LE]
Sisc  |AD| ~ |AD| Sizc  |BE|  |BE|
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Souctem levych stran téchto t¥i rovnosti tak dostaneme

Sapv | Spov | Scav _ Sapv + Spov + Scav _ 1

Sapc  Sac  Samc Saec

Proto plati i
|KD| n |LE| |[MF|

=1.
|AD| * |BE| |CF|

Jelikoz kazdy ze s¢itanci na levé strané této rovnosti je kladné ¢islo, plyne
odtud platnost dokazovaného tvrzeni

IN

| {|KD LE| MF|}
m

1
|AD|” |BE|” |CF| 3’

¢imz je ditkaz ukoncen.

Spravna feseni zaslali Karol Gajdos z Trnavy, Jozef Mészaros z Jelky,
Anton Hndth z Moravan a Martin Raszyk z G v Karviné.

Netplné feseni zaslal Frantisek Jdchim z Volyné.

Uloha 190

Petrova stavebnice obsahuje 6 shodnych tycinek 6 riiznych barev. Kolik
navzajem ruznych modelu pravidelného ¢tyfsténu z ni mize Petr postavit?
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(Dva modely povazujeme za shodné, jestlize je mlizeme otocit tak, aby se
barvy jejich odpovidajicich hran shodovaly.)

Pavel Caldbek

Reseni. Pouzité barvy oéislujme 1,2,...,6. Nejprve zafixujeme polohu
daného ctyisténu. Polozme tento ctyfstén na stil tak, zZe hrana s barvou
1 lezi na podlozce vepfedu (obr.).

I
|
|
|
I
vlevo e vpravo

barva 1

Pokud hrana s barvou 2 nemé s hranou barvy 1 spoleény vrchol, mi-
Zeme Cty¥stén otocit tak, Ze hrana s barvou 3 lezi na stole. Potom lez{ bud
vpravo nebo vlevo a Ctyrstén je umistén jednoznacéné. Proto pro kazdou
polohu hrany s barvou 3 existuje 3! moznosti, jak obarvit zbyvajici tii
hrany. Celkem tedy existuje 2 - 3! = 12 obarveni ¢tyfsténu takovych, ze
hrany s barvou 1 a 2 nemaji spole¢ny vrchol.

Jestli hrana s barvou 2 méa spoleény vrchol s hranou barvy 1, oto¢me
CtyTstén tak, aby tato hrana lezela na podlozce. Potom opét muze lezet
vpravo nebo vlevo a Ctyfstén je timto umisténim fixovan. Pro kazdou
polohu hrany 2 tak existuje 4! moznosti, jak obarvit ¢tyfi zbyvajici hrany.
Celkem existuje 2 - 4! = 48 moznosti, jak obarvit hrany ¢tyfsténu tak, ze
hrany s barvami 1 a 2 maji spolecny vrchol.

Dohromady tedy existuje 12 + 48 = 60 rtiznych moznosti, jak obarvit
hrany ¢tyfrsténu 6 barvami. Petr tak mize ze Sesti tycinek rtiznych barev
slozit 60 rdznych modeld pravidelného ctyfsténu.

Spravna feseni zaslali Karol Gajdos z Trnavy a Martin Raszyk z G
v Karviné.

Netplné feseni zaslali Anton Hndth z Moravan a Jozef Mészdros
z Jelky.

Pavel Calabek
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FYZIKA

Historie tyziky ve Strouhaloveé
Akustice nalezena

IVO VOLF - KATERINA VONDREJCOVA
Prirodovédecka fakulta UHK, Hradec Kralové

Maly pocet vyucovacich hodin, vénova-
nych fyzikdlnimu ucivu, a snaha co nejstruc-
néji zdkam vysvétlit podstatu a uziteéné po-
uziti fyzikalnich poznatkt vede ¢asto k tomu,
7e zapominame pii vyuce sdélovat zakladni
informace, které se tykaji vyvoje poznatki.
Tim vznika ¢asto v zacich nespravny dojem,
ze fyzikalni poznéni je velmi jednoduse ziska-
telné, Ze v ucebnicich jsou vysledky vétsinou
pfimé cesty od konkrétniho pozorovani k te-
orii a potom zase zpét k praktickym aplika-
cim. Historické motivace, jez vedou k pocho-
peni, pro¢ se lidé problémy zacali zabyvat,
jak volili hypotézy a museli je potvrzovat nebo odmitat, jsou potom pro
ucitele fyziky jakymsi nadbyteénym materidlem, které je nejlehéi vyne-
chat, aby zbyl cas také na opakovani a zkouSeni.

I kdyz v posledni dobé vyslo nékolik praci z historie fyziky od I. Krause,
které upozoriiuji ¢tenaie na to, ze fyzikdlni poznani je soucasti kulturniho
dédictvi lidstva a mé tedy vychovny vliv na zaky zakladnich a stfednich
skol, a to nejen v oblasti fyziky a techniky, ale pfi feSeni problému viibec,
nedostaly se tyto prace jesté na jednotlivé skoly. Na druhé strané maji
velky vliv na ucitele i prace, které pred fadou let byly povazovany za
zdroj poznavani pro ucitele stfednich a vysokych skol. Jednim z takovych
prament jsou vysokoSkolské ucebnice fyziky, které na zacatku minulého
stoleti zpracoval Cenék Strouhal, piedni experimentélni fyzik.

Cenék Strouhal
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Historickd pozndmka: Cenék (Vincent) Strouhal se narodil 10. dubna
1850 v Sec¢i u Chrudimi, maturoval v Hradci Kralové v roce 1869 a vystu-
doval filosofickou fakultu Univerzity Karlovy, poté se stal od roku 1875
asistentem ve Wiirtzburgu, kde se v roce 1878 habilitoval. V roce 1882
se stal profesorem geologického tstavu v New Yorku, ale brzy byl povo-
lan na jako profesor experimentalni fyziky na tehdy pravé oddélené ceské
univerzité v Praze. Ve védecké komunité se stal znamym svymi pracemi
z akustiky. V letech 1903 /4 byl rektorem Univerzity Karlovy. Velmi zndmé
jsou jeho uéebnice pro vysokoskolské studenty Mechanika (1901), Akustika
(1902), Thermika (1908) a Optika (1919), které vydala Jednota eskych
matematikli v Praze. Pfednosti téchto uc¢ebnic jsou pfedevsim historické
motivace, jez doprovazeji velmi odborny, ale srozumitelny vyklad. Strou-
hal zemrel 23. ledna 1922 v Praze.

Na Strouhalovych vysokoskolskych ucebnicich fyziky nejvice ocenujeme
nejen styl vykladu, ale zejména historickd vychodiska, ktera doprovazeji
tento vyklad a umoziiuji ¢tenari, aby se nechal konfrontovat s minulosti na
zékladé konkrétnich idaji. Proti nAm mél Cenék Strouhal vyhodu v tom,
Ze byl pfece jen o sto let blize minulosti, nez jsou dnesni ¢tenafi. Historické
udaje ndm umoznuji vychazet z konkrétnich motivaci, které mohou byt
zdrojem informaci pro nové fyzikalni alohy. Dnes jsme vybrali Strouhalovu
Akustiku; duvodem je skutec¢nost, ze akustické jevy nds dennodenné pro-
vézeji zivotem, pomoci sluchu ziskdvame zna¢né procento informaci, ale
o zvuku, akustickych jevech a konkrétné o hudebni akustice se dnesnim
zaktim na zakladnich a stfednich skolach dostava poznatkt velmi maélo.

Zdroji zvuku mohou byt v soucasné dobé ruzna technicka zafizeni,
z nichz se line hlas fe¢niki, prenosy divadelnich her, koncertt, dopro-
vézejl televizni vysilani... Ve skole se Zaci dozvidaji o tom, ze zakla-
dem zvuku jsou ruzné periodické jevy, které se Sifi vzduchem a jez maji
pozadovanou frekvenci, na kterou je citlivé lidské ucho, konkrétné mezi
frekvencemi 16 Hz az 20 000 Hz. Malokdy se dostaneme ve Skolni vy-
uce ke zdrojim zvuku, jako jsou sirény, na nichz lze dobfe vylozit vztah
mezi frekvenci déju a vyskou ténu. K vykladu potfebujeme ozubené ko-
lecko, které roztoCime na odstfedivém stroji a muzeme ziskat informaci
o sirénach, konkrétné o siréné, kterou lékar a fyzik na College de France
Feéliz Savart (1830); siréna se sklada z nékolika mosaznych desek, umis-
ténych na spoleéné vodorovné ose, kterd prochdzi jejich stfedem (obr. 1).
Na obvodu kruhovych desek jsou vypilovany zuby, k nim se prilozi kar-
ton, jenz se uvede narazy na ozubeni do kmitavého pohybu. Napi. zvolime
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Obr. 1 [1] Obr. 2 (2]

¢tyti desky s pocétem zubtu 80, 100, 120, 160, coz lze vyjadfit pomérem
4:5:6: 8; pfi vhodné frekvenci potom vznikaji slysitelné tény.

Uloha 1: Na zakladé tidaje o Savartové siréné uréete, jakou frekvenci
se museji otacet médéné desky, aby vznikly nejnizsi tén mél frekvenci
110 Hz, jakou frekvenci se budou desky otacet, kdyz nejvyssi tén dosahne
frekvence 440 Hz? Jakych frekvenci dosdhnou tény piilozenim kartonu
k dalsim dvéma ozubenym koleckiim? Jak se nazyvaji hudebni intervaly,
které je mozno uslySet pfilozenim kartonu postupné k jednotlivym otace-
jicim se mosaznym deskam?

Siréna Seebeckova, jejiz autor byl profesorem fyziky na univerzité v Lip-
sku, Friedrich W. A. Seebeck (1805-1849), je vytvorena jedinou deskou,
v niz jsou misto ozubeni otvory, vyvrtané tak, ze jejich vzdalenosti od
stfedu rotujictho disku jsou stalé podle (obr. 2). V soustfednych kruzich
muzeme vytvorit nékolik soustav otvort, proti nimz se Zene vzduch tzkou
trubickou; dochéazi tak k prerusovani proudu vzduchu a nasledné k vytvo-
feni tond o urcité frekvenci. Nejmensi ¢isla pro urceni poc¢tu otvord na
osmi soustfednych kruznicich jsou 24, 27, 30, 32, 36, 40, 45, 48.

Uloha 2: Jakou frekvenci se musi otac¢et mosazna deska s otvory, aby
v poradi Sesty vznikly tén mél frekvenci 440 Hz? Jaké frekvence bude
vydéavat siréna, kdyz trubicku s proudicim vzduchem budeme pfesunovat
od stfedu zakladni desky az po okraj?

Akustika se zabyva nejen vznikem zvuku, ale otdzkami stanoveni rych-
losti zvuku. Na zakladé pozorovani bylo zjisténo odhadem, Ze rychlost
zvuku je podle P. M. Mersenna (1588-1648) asi 448 m/s, coz uvadi také
P. Gassendi (1592-1655). Pozdéji v roce 1656 byla hodnota upfesnéna

Matematika — fyzika — informatika 22 2013 112



na 350 m/s. K odhadtim se dostali pozorovidnim zéblesku pifi vystielu
a okamzikem, kdy dospél k pozorovateli zvuk zptisobeny timto vystielem.

Uloha 3: Vysvétlete postup, ktery se uzival v 17. stoleti k odhadu
rychlosti zvuku ve vzduchu. Pokuste se navrhnout obdobny experiment
v dnesnich podminkach (abyste nemuseli stfilet starou puskou) a vysvét-
lete, proc¢ se pozorovatelé dostali k pomérné nepresnému vysledku.

V 17. stoleti se zabyval stanovenim rychlosti zvuku ve vzduchu také
Isaac Newton; dnes bychom vyjadrili jeho tvahy o rychlosti zvuku vzta-
hem ¢ = 4/p/ o, kde p je tlak vzduchu a p hustota vzduchu za dané teploty.
Vztah se zd4 byt rozméroveé v poradku, avsak vysledky vypocth se od ex-
perimentalné zjisténych idaji znacné lisi.

Uloha 4: Stanovte rychlost zvuku pomoci Newtonova vztahu. Vite, ze
hustota vzduchu zavisi na teploté a na tlaku, tedy o = Myp/RT, dale
T =To(1+~t), kde v = 1/(273K) = 0,003 67K *.

Nesoulad mezi teorii a pozorovanim dal dalsi popud experimentatorim,
aby zpfesnovali své pokusné urcené hodnoty pro rychlost zvuku ve vzdu-
chu. R. Boyle uréil kolem roku 1700 hodnotu 366 m/s, Cassini, Huygens,
Picard a Rémer ve stejné dobé 356 m/s, Flamsteed a Halley v letech
1708 a 1709 hodnotu 348 m/s. V roce 1738 bylo provedeno nékolik ex-
perimenti, kdy v okoli Pafize bylo vybrano nékolik pozorovacich stanic
— na dvou, coz byly pevnosti Montmartre a Montlhéry, byly davany sig-
naly formou délovych vystielt a na dalsich mistech (pafizskd hvézdarna,
Fontanay-aux-Roses, zdmek Lay) se konala pozorovani ¢asova, aby se vy-
louéil vliv vétru. Kdyz byl vysledek pfepoc¢itan na teplotu 0 °C, vychézela
hodnota 332,0 m/s. Pozorovani se opakovala jesté v Jizni Americe (De La
Condamine v Quito 1740 ziskal hodnotu 339 m/s, pozdéji 1744 v Cayenne
na biehu motském pii pomérné vysoké teploté ziskali hodnotu 357 m/s);
vysledkem bylo, Ze Newtonem ziskany vztah bude nutno jesté upravit, ne-
bot vysledky se nikdy nedostaly pod hodnotu 330 m/s. AZ v roce 1816 se
ukolu ujal fyzik P. Laplace, ktery vysel z myslenky, Ze déje, spojené s Sife-
nim zvuku ve vzduchu, jsou povahy adiabatické, nikoli izotermické, a pro
vznikajici zmény nebude platit vztah Boyliv-Mariottiv, nybrz Poissontuv.
Vysledny vztah potom ziskal tvar ¢ = 4/3¢p/ 0.

Uloha 5: Odhadnéte, jaka je zména rychlosti zvuku spojend se zménou
teploty o 1 °C.
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Uloha 6: Podle upraveného vztahu urcete rychlost zvuku ve vzduchu
pfi teploté 0 °C, je-li zndmo, ze pro vzduch » = 1,40. Pokuste se ipravou
vztahu s vyuZitim informace v tloze 4 zjistit, jak zavisi rychlost zvuku ve
vzduchu na absolutni teploté T

Uvedme nyni informaci, tykajici se méfeni rychlosti zvuku v noci dne
21. ¢ervna 1822. Méreni se konala na dvou stanicich — Villejuif a Montlhe-
ry, jejichz vzéjemnou vzdalenost zméril Arago triangulaci a ziskal hodnotu
18612,5 m. Postup pfi experimentovani byl nasledujici: V jistém domlu-
veném okamziku vypalilo ranu délo na prvni stanici, pfesn€ po dobé 5 min
vypalilo ranu délo na druhé stanici, pét minut nato odpovédélo délo na
prvni stanici, pét minut nato ve druhé stanici a tak to pokracovalo, az po-
¢et ran dosahl domluvené hodnoty. Aby se vyloudil vliv vétru, byly doby
zkombinovany, takZze primérnd doba, za kterou urazil zvuk pfislusnou
trasu, byla 54,6 s pfi teploté 15,9 °C.

Uloha 7: Na zékladé provedenych méfeni vypoctéte stiedni hodnotu
rychlosti zvuku ve vzduchu pfi dané teploté. Vite-li, Ze rychlost zvuku se
méni se zménou teploty o 1 °C o hodnotu 0,61 m/s, uréete z danych hodnot
rychlost zvuku pfi teploté 0 °C. Ziskané vysledky porovnejte s dneSnimi
hodnotami.

Jestlize uvazime pohyb vzduchu, pak nejvyraznéjsi zmény nastanou,
bude-li se zvuku §iFit po vétru (celkova rychlost zvuku ¢ se zmeéni na c+v,
kde v je rychlost vétru) po dobu ¢;, nebo proti vétru (rychlost zvuku
bude ¢—v) po dobu t9; potom vhodné vylou¢ime vliv vétru a ziskdme dobu
§ifen{ zvuku za bezvétii po dobu t. Potom plati ¢t = (¢ + v)t; = (¢ — v)ts.
Po upravach vztahu ziskdme hodnotu rychlosti zvuku ve vzduchu za bez-
vétii. Pokusy o zméfeni rychlosti zvuku se pak opakovaly jesté 27. a 28.
¢ervna 1823 na plani Utrechtské; vzajemna vzdalenost pozorovacich sta-
nic byla 17 669,3 m a primérnd hodnota zméfenych dob (mezi optickym
a akustickym signalem) pfi teploté 12 °C byla 52 s.

Uloha 8: Vypoététe, k jaké hodnoté rychlosti zvuku ve vzduchu se
dopracovala skupina védci po méfeni na plani Utrechtské.

Pii stanoveni rychlosti zvuku v kovech se vychazi ze vztahu ¢ = \/E/,
kde F je Youngtv modul pruznosti a p je hustota latky.

Uloha 9: Uréete rychlost zvuku ve vybranjch kovech — ocel, hlinik,

mosaz. . . P¥islusné hodnoty modulu pruznosti a hustoty najdete v tabul-
kach nebo na internetu.
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Uloha 10: Ve Strouhalové Akustice najdeme i feseni problému, jenz
autor nazyva Newtontv: Jak lze z doby dopadu kamene do propasti sta-
novit hloubku této propasti. Predpoklddame, Ze znate vztahy pro feSeni
kvadratické rovnice. Pokuste se vypocitat z doby t, ktera se sklada z doby
volného padu t; a doby navratu zvukového signalu vzniklého pti dopadu
kamene to, kde t = t; + t, uréit hloubku propasti. Ulohu feste analyticky
na zakladé feseni kvadratické rovnice. Jak se bude lisit vysledek vypoctu
v 16t pii rychlosti zvuku 340 m/s a v zimé p¥i rychlosti 328 m/s?

Poté, co byla zjisténa rychlost zvuku ve vodé a dosdhlo se souladu mé-
feni a teorie, pokusili se o pfimé méfeni rychlosti zvuku ve vodé v roce
1827 J. D. Colladon a Ch. Sturm na Zenevském jezefe v misté, kde jezero
dosahuje nejvétsi sitky 13,487 km, a to mezi mésty Rolle a Thonon. Pii
méfeni byl davan akusticky signal iderem na zvon, do vody ponofeny,
opticky zapalenim stfelného prachu. Diilezité bylo zajisténi soucasnosti
mezi obéma signdly, jez byla zajisténa pakovym zafizenim — v okamziku,
kdy kladivo udefila na zvon, byla zapalena hroméadka prachu a zpusobila
zablesk. Druhym problémem bylo stanoveni okamziku, kdy dorazil akus-
ticky signal. To bylo provedeno velkym naslouchatkem, jehoz Sirsi otvor
byl uzavien membranou a uzsi byl vlozen do zvukovodu ucha. Opozdéni
zvukového signalu oproti optickému se méfilo nékolikrat a vysledky se
zprumeérovaly. Toto opozdéni dosdhlo v priméru hodnoty 9,4 s.

Uloha 11: Na zakladé uvedenych informaci zjistéte stiedni hodnotu
rychlosti zvuku ve vodé pii daném méreni. Porovnejte ziskanou rychlost
s rychlosti zvuku 340 m/s.

Kvili uplnosti uvedeme jesté vztah pro rychlost zvuku v pevnych 1at-
kach: ¢ = y/E/p, kde E je Youngv modul pruznosti a ¢ hustota latky.

Uloha 12: Jestlize vite, ze hustota oceli je 7800 kg/m® a modul pruz-
nosti 2,2-10'! Pa urcete rychlost zvukového signalu v ocelovém materidlu.
Porovnejte ziskanou rychlost s rychlosti zvuku ve vzduchu (340 m/s).

Literatura
[1] Strouhal, C.: Akustika. Jednota ¢eskych matematikii, Praha 1902.
Zdroje vyobrazeni

[1] http://www.istitutomontani.it/museo/file/visstrimento.php?codice=639
[2] http://www.fgfontana.eu/museo-virtuale/fisica/facu/anteprime/mini-facull?.jpg

115 Matematika — fyzika — informatika 22 2013



Rozumime dobre
Archimedovu zakonu?”

BOHUMIL VYBIRAL

Prirodovédecka fakulta Univerzity Hradec Kralové

K formulaci Archimedova zidkona

Archimeduv zdkon plati za podminek, pro které byl odvozen, tj. ze hyd-
rostatické (event. aerostatické sily) sily piisobi na cely povrch ponofeného
télesa. Jeho bé&zné uzivand formulace (viz napt. [1], [2]) sice plati ve velké
vétsiné vyskytujicich se aplikaci, avsak existuji ptipady, kdy jeho jednodu-
ché znéni muze byt pti formalni aplikaci zavadéjici. Proto je navrzena jeho
zpfesnénd formulace pro téleso v tekutiné (tj. kapaliny a plyny) v tthovém
poli (viz [3]), kterd ponékud omezuje jeho dosud formulovanou obecnost:
Je-li téleso ponoreno celym svym povrchem do tekutiny, je nadlehcovdino
vztlakovou silou, jejiz velikost je rovna tize tekutiny stejného objemu, jako
je objem ponoteného télesa.

Kriteriem pro pouziti bé7né uvadéné (anebo této zpfesnéné formulace)
tedy je, zda pri ponofeni télesa jsou v dotyku s uvazovanou tekutinou
vSechny jeho ponotené povrchové plochy. Neni-li tomu tak, neptsobi hyd-
rostatické (event. aerostatické) sily na celou povrchovou plochu ponofte-
ného télesa a problém je nutné fesit individuélné (nap¥. pfi vypoctu sil pi-
sobicich na ponofeny vnitini uzavér nadrze, u néhoz je ¢ast povrchu v do-
tyku s jinym prostfedim, zpravidla vzduchem). Nékdy musime z funkénich
dtvodi dokonce zabranit ptisobeni hydrostatickych sil ponotfenych téles
(napf. u pfehradni hraze je nutné dobfe utésnit jeji dno; pokud by tomu
tak nebylo, zpiisobilo by to jeji nadlehéovani a tim i jeji moZnou destrukei).

U céastecné ponorenych téles se pfi vypoctu vztlakové sily samoziejmé
uplatni jen objem a povrch ponofené ¢asti, ktery je v dotyku s uvazovanou
tekutinou, tj. té Gasti, na niz plisobi hydrostatické (event. aerostatické)
sily.

Na nasledujicim prvnim prikladu je ukazano Sest réiznych pripadi ptso-
beni vztlakové sily, jejiz pfimy vypocet podle formalniho pivodniho znéni
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Archimedova zdkona mtizeme provést jen v poloviné pfipadi. Druhy pfi-
klad fesi zminénou problematiku sil u pfehradni hraze.

Prvni ilustraéni pfiklad — analyza sil u ponofeného valce

Uvazujme homogenni vélec (o; = 2,70 - 10® kg - m3) o poloméru r =
= 30,0 mm a vysce [ = 70,0 mm a nadobu s vodou (¢ = 1,00 - 10® kg -
m3), v niZ ve viech sledovanych situacich budeme udrzovat hladinu ve
stejné vySce h = 120 mm ode dna. Atmosféricky tlak uvazujme p, =
= 1,00-10° Pa. Valec necht se nachézi ve vztahu k nadobé v Sesti riznjch
situacich (obr. 1):

F Fa

® e ®.6

Pa

Pa

n

Fs

4 —

Pa

&
I
Sl

z € (h,l+h)
Obr. 1 K analyze sil ptsobicich na valec v kapaliné

117 Matematika — fyzika — informatika 22 2013



. Valec je pomoci lanka castecné ponofen do nadoby, pri¢emz

z € {0,1).
Zavéseny vélec je zcela ponoten z € (0, h).

Valec je poloZzen na dno nadoby, pri¢emz v disledku drobnych necistot
nebo nerovnosti styénych ploch nedoseda dokonale ke dnu.

Vélec dokonale ptiléha ke dnu (dno je zabrouseno anebo pokryto tme-
lem).

Valec na plose mezikruzi o vnitfnim poloméru r; = r/v/2 dokonale
priléha ke dnu a tvoii uzavér vytokového otvoru (tento piipad je tedy
mozné povazovat za model vypustného ventilu nadrze).

Zavéseny véalec prochézi volné (se zanedbatelnym tfenim) otvorem
o poloméru r ve dné nadoby, pficemz jeho plast tésni vytokovy otvor;
tloustka dna je zanedbatelnd a x € (h,h +1).

Vypoctéte sily, které v jednotlivych pfipadech ptisobi na valec.

Resent

1.

Fy = nr?(loy — 20)g9 < Fg, Fimax = 7r?lotg = Fg = 5,24 N (pro
x=0), Fimin = m2(0; — 0)g = 3,30 N (pro = — [).

. Pripad se od situace v bodé 1 lisi jen tim, ze hydrostaticky tlak

jiz ptisobi na cely povrch valce a sila mé konstantni velikost Fb =
= Fimin = 721(0y — 0)g = 3,30 N.

.V disledku netésného ulozeni ptisobi hydrostaticka tlakova sila i na

dno a vysledna sila je stejnd jako v bodé 2: Fy = F3 = 3,30 N.

.V dusledku tésného ulozeni nemuze pusobit na spodni podstavu valce

hydrostaticka tlakova sila ani sila od atmosférického tlaku. Proto
Fy = 7mr%[loeg + pa + (h —1)og] > Fg, Fy = 293 N.

. Situace se oproti pfipadu 4 lisi tim, Ze ptusobeni atmosférického tlaku

se Castecné kompenzuje jeho ptisobenim u dna na kruhové plose o po-
loméru 71. Pak F5 = Fy — nr2p, > Fg, F5 = 150 N.

. Fs = Fy + mr%09x > Fg, Fomax = Fo + mr?0g9(h +1) = 857 N,

Fomin = F» + mr?ogh = 6,63 N.
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Diskuse

Z uvedeného prikladu je zfejmé, ze formalni aplikace obecné uvadéného
nym chybam. Vypocet vztlakové sily v situacich ad 1, 2, 3 je v souhlase
s bé&Zné uvadénou formulaci Archimedova zékona — je rovna tize kapaliny
stejného objemu, jako je objem ponofené casti t€lesa. U pripadt 4, 5, 6
vS8ak nebyly splnény podminky, pro které byl Archimediv zakon takto
formulovan a nelze jej tedy primo pouzit. Pravdépodobné je prekvapujici
i velikost sily vypoctené v téchto pripadech. U pripadt 4 a 5 je sila dana
nekompenzovanym pusobenim sily od atmosférického tlaku na dné valce.
Tato sila se projevi tlakem ve stykové plose mezi valcem a dnem nadoby.

Druhy ilustra¢ni p¥iklad — analyza sil u pfehradni hraze

Betonova prehradni hraz, pro jednoduchost ve tvaru kvadru o vysce a =
= 18 m, tloustce b = 4,0 m, §ifce ¢ = 100 m a hustoté g, = 2,1-10% kg-m™3,
je vyskou d = 7,0m zapusténa do tvrdého podlozi (obr. 2). Vyska vodni
hladiny pred hrazi je H = 10 m, za hrazi h = 2,0 m. Hustota vody je
0 = 1,0-10% kg - m 3, atmosféricky tlak p, = 1,0 - 10° Pa. Vypodctéte
velikost sily, kterou je hraz ve svislém sméru vtlacovana do podlozi ve
dvou meznich piipadech:

1. hraz je v podlozi dokonale utésnéna,

2. hraz dokonale netésni, tj. mezi hrazi a podlozim je po celé jeji délce
souvisla (byt tenka) vrstvicka vody.

Resent

1. Ve svislém sméru ptsobi tihova sila o velikosti G a na horni plochu
be sila atmostérického tlaku o velkosti Fy (obr. 2/1). Celkova sila ve
svislém sméru ma velikost

Fy =G+ F, = bc(apng + pa) = 188 MN.

2. Voda pisobi na spodni plochu bc vztlakovou silou, ktera je déana
stfedni hodnotou hydrostatického tlaku z obou stran spodni hrany
hréze tj. (p1 + p2)/2 — viz obr. 2/2. Sila od atmosférického tlaku,
kterd v pfipadé ad 1) éinila F, = 40 MN, je v tomto pfipadé vykom-
penzovana. Atmosféricky tlak zde totiz prostfednictvim vody pusobi
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i na spodni sténu (v prvnim piipadé se uvazuje tvrdé podlozi, které
tlak spodni sténu nepfevede). Celkova sila tedy je

1
Fy,=G-F, =bc {a@b2(H + h+2d)o| g =97 MN.

S}

-3

-
<n ] -
\ s

N

NS

Obr. 2 Prehradni hraz ve dvou meznich pripadech

Diskuse

Zde teSend prakticky vyznamna tloha je prikladem na situaci, kdy
nelze pouzit béznou formulaci Archimedova zdkona. V prvnim pfipadé je
pritlaéné sila dana jednak tihou vlastni betonové hraze, jednak tihou vzdu-
chu, ktery je nad ni (zde je to nezanedbatelnd velikost 40 MN, ktera tvofi
27 % tihy betonové hraze). Ve druhém piipadé tihu hréze ¢asteéné zmen-
Suje hydrostatickd vztlakova sila (nepoéitand ovSem podle Archimedova
zékona), tihova sila vzduchu se v8ak naopak neuplatni — je kompenzovand
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tlakem na spodni sténu hraze). Zadouci svislé upevnéni hraze svislou silou
je zde oproti prvnimu pfipadu snizeno na pouhych 52 %.

Zaveér

V praci je ukazano, ze i k tak dlouho zndmému zakonu, jakym je zdkon
Archimeduv, je mozné jesté néco dodat. Jde o to, aby jeho jednoduché
formulace nebyla pri aplikacich zavadéjici. Uvedené dva ilustracni pfii-
klady jsou velmi vhodné k zarazeni k procviceni hydrostatického tlaku
a Archimedova zdkona ve stiedoskolské fyzice.
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Myslenkové odvozovani
veli¢inovych rovnic

VOJTECH ZAK
Matematicko-fyzikalni fakulta UK, Praha

1 Uvod

Myslenkovym odvozovanim veli¢inovych rovnic rozumime v tomto ¢lan-
ku hledani vztahi mezi fyzikalnimi veli¢inami na zakladé jednodussich
uvah, které neprobihaji striktné deduktivné z obecnych vztahi dané teo-
rie, ale spiSe se opiraji o nazor zaku a jejich pfedchozi zkusenosti. Jasnéjsi
vymezeni bude ziejmé z uvedenych péti prikladu.

K napséni tohoto ¢lanku mé vedlo nékolik dtivodi, které bych rad na
tomto misté zminil. Pfedev§im bych se rdd omluvil, Ze se zabyvam tak
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neatraktivnim tématem, jako je ,odvozovani vzorecku“. Dale bych chtél
upozornit, ze se nejedna o ,nic nového pod sluncem“, ze urcité naznaky
tohoto piistupu najdeme i v bé&Zznych ucebnicich fyziky a Ze néktefi ucitelé
uvedeny piistup jisté vyuzivaji. Z metodického hlediska muiizeme tento
pfistup zahrnout do heuristické metody (konkrétné se jednd o zvl4stni
pfipad heuristického rozhovoru, viz [1], s. 79).

e Odvozovani veli¢inovych rovnic (rovnic mezi fyzikdlnimi veli¢inami)
patfi mezi méné oblibené ¢innosti zakt nasich zakladnich a stfednich
skol.

Tomuto tvrzeni daji zfejmé zapravdu nejen mnozi ucitelé, ale vyplynulo
to také z vyzkumu, ktery uskutecnila Katedra didaktiky fyziky Matema-
ticko-fyzikalni fakulty Univerzity Karlovy v Praze v ramci projektu Na-
rodniho programu vyzkumu II, ¢. 2E06020, Fyzikalni vzdélavani pro vse-
strannou pfipravu a rozvoj lidskych zdroji na Grovni zakladnich a stied-
nich kol (podrobnéji o zévérech projektu viz [2]). Konkrétné méli zéci
zékladnich skol a niz$iho stupné viceletych gymnéazii (celkem asi 1900
respondentl) a déle zaci vyssiho stupné viceletych gymndzii, ¢tyfletych
gymnazii a stfednich odborngch kol (vice nez 2 000 respondentti) ohod-
notit zhruba 15 &innosti, které by mohli ve vyuce fyziky délat. Zaci méli
svilj zdjem vénovat se nabidnutym c¢innostem ohodnotit na ¢tyrstupnové
gkale: 1 — velmi souhlasim, 2 — spiSe souhlasim, 3 — spiSe nesouhlasim,
4 — velmi nesouhlasim. , Odvozovani vzoreckid, nejen uceni se je nazpa-
mét“ se mezi nabidnutymi éinnostmi umistilo na predposlednim misté
s priomérnym hodnocenim 2,5 u zéki ZS a 2,7 u zaki SS. Hife dopadlo uz
jen ,pocitani prikladd (FeSeni pocetnich tloh)“. Pro zajimavost dodejme,
Ze na prvnim misté se objevilo ,,délani pokust vlastnima rukama“.

Protoze se domnivam, ze odvozovani veli¢inovych rovnic mé potencial
podpofit u zadkd rozvoj narocnéjsich myslenkovych procest, povazuji za
uzite¢né se tomuto tématu vénovat. Nic na tom neméni fakt, ze ,to zaky
moc nebavi“. Nemyslim si, Ze bychom se ve skole jako ucitelé méli vénovat
pouze zalezitostem, které zaci hodnoti bezprostiedné jako zadbavné a které
zrovna chtéji délat. Zatimco nékteré ¢lanky v oborové didaktickych c¢aso-
pisech (nejen MFI) se zabyvaji inovacemi ve vyuce, které maji zejména
vyjit vstfic bezprostfednimu zajmu zaki, tento ¢lanek mé podpofit pés-
tovani aktivit, o jejichz uziteénosti jsou zfejmé vice presvédceni ucitelé
nez jejich zaci. Domnivam se ovSem, Ze oba typy ¢lankt maji v odborné
diskuzi svoje misto a mohou se doplilovat.
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e Uvedeny pristup mutze podpofit ¢tendfskou gramotnost, konkrétné
porozuméni symbolickému zapisu a také rozvoj kritického mysleni.

e Uvedeny pfistup ma také sva omezeni. Nékterd z nich budou myslim
Ctendfi ziejma pri seznamovani se s jednotlivymi naméty. Dale jsou
tato omezeni a uskali diskutovana v zavéru c¢lanku. V nasledujicim
se soustfedime zejména na pripady, kdy ani experimentélni, ani teo-
retické odvozovani z obecnéjsich vztahtl neni na stfedni skole mozné

ticky aparat apod.).

e Uvedené myslenkové odvozovani veli¢inovych rovnic muze zakim
usnadnit rekonstrukci poznatka v jejich mysli, mize napomoci hlub-
Simu a méné mechanickému osvojovani poznatki, nez jsou rtizné mne-
motechnické pomiicky.

V nésledujicim je uvedeno pét namétt na myslenkové odvozovani ze
stfedoskolské fyziky. VSechny byly opakované vyuzity pfi vyuce na vyssim
stupni osmiletého gymnézia a na C¢tyfletém gymnéaziu. Prvni namét je
nejautentictéjsi ukazkou, kterd poskytuje obraz o priibéhu rozhovoru mezi

vvvvvv

odvozovéani.

l
2 Odvozeni vztahu pro odpor vodi¢e R = p—

S

Tento vztah je napf. v uebnici [3] (viz s. 61) konstatovan s tim, ze
je mozné jej experimentalné odvodit na zakladé dfive popsaného pokusu.
V prvni ukdzce toho, jak by mohl probihat rozhovor uditele (U) se zaky
(Z), uvddime v podstaté autentickou ukazku z vyuky (sexta osmiletého
gymnazia).
U (na dvod): Zamyslime se spoleéné, jak souvisi odpor vodice, tfeba kovo-
vého dratu, s jeho vlastnostmi. Aby se vam lépe piremyslelo, tak si miZeme
misto dratu predstavit potrubi a misto elektrického proudu vodu tekouci
timto potrubim.
U (pokracuge): Predstavte si potrubi, kterym protékd voda, neboli kovovy
drat, kterym tece elektricky proud. Bude vétsi odpor kladen na kratsim,
nebo na delsim tseku?
Z1: Asi na del$im tseku.
U: A pro¢? Umél bys to néjak zduvodnit?
71: Tak kdyZ néco brani vodé nebo elektrickému proudu na néjakém
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useku, tak na dvojnasobném useku toho bude branit vic, dvakrat, ne?

U (k ostatnim Zdkim): Ptijde vam logické, Ze na del$im tseku, na vétsi
vzdalenosti, je vodé nebo elektrickému proudu postaveno do cesty vice
prekazek nez na kratkém tseku?

72: Jo, tak je to néco takového, jako kdyz pojedu autem, tak &¢im dél
pojedu, tim spis se srazim s jinym autem nebo se stromem.

U: To je zajimavé pfirovnani. V kovu je to zhruba tak, ze elektrony, které
tvorfi elektricky proud, narédzeji do iontt krystalové miizky. Je to samo-
se méli rozhodnout, jestli je na zakladé€ toho, co jsme tu spolu vymysleli,
elektricky odpor bud pfimo, nebo nepfimo imérny délce dratu, vodice,
pro co byste se rozhodli?

73: Ze je pfimo timérny. Cim vétsi délka, tim vétsi odpor.

U: Dobie. To miizeme napsat matematicky takto... Ucitel napise na ta-
buli R ~ [ a pripadné to ddle okomentuje.

U: Tak ted se zamyslime, jak by mohl zaviset elektricky odpor na obsahu
prufezu vodice. Predstavte si nékolik stejnych potrubi s vodou vedle sebe.
Moje otéazka je, jestli protece vice vody jednim potrubim nebo nékolika
takovymi potrubimi dohromady.

Z4: To je jasné. Jednim potrubim protece za sekundu né&jaké mnozstvi
vody, dvéma potrubimi, ktera jsou stejné, protece dvojnasobné mnozstvi
a tak dale. Takze ¢im vic stejnych potrubi vedle sebe, tim vic vody.

U: Dobfe. A ted si predstavte, Ze nékolik takovych potrubi, kterd jsou
vedle sebe, spojime; zbavime se jejich stén. Vznikne tak jedno potrubi
s vétsim prufezem. Kolik jim protece vody ve srovnani s jednim ptivod-
nim potrubim?

75: No, vic. Prosté stejné jako témi nékolika potrubimi dohromady.

U: Fajn. A kdyz tedy protece vice vody tlustéjsim potrubim, potrubim
s vétsim obsahem prifezu, jak to bude s elektrickym proudem a odpo-
rem?

75: Vétsi proud znamend mensi odpor, takze tlustéjsi bude mit mensi od-
por.

U: Dobie. Kdyz byste se méli zase rozhodnout, jestli je na zakladé toho,
co jsme tu spolu vymysleli, elektricky odpor bud p¥imo, nebo nepfimo
amérny obsahu priifezu vodice, pro co byste se rozhodli?

76: Ze je nepiimo umérny. Cim vétsi prifez, tim mensi odpor.

U: Dobre. To miizeme napsat matematicky takto. .. Ucitel napise na ta-
buli R ~ é a pripadné podd dalsi komentar.
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U (shrnuje): Tak zatim jsme si tady v nasich myslenkdch odvodili, Ze elek-
tricky odpor je pfimo timérny délce vodice a nepfimo timérny obsahu jeho
prufezu. Uméli bychom oba dva vztahy spojit do jednoho? (Po dalsi pii-
padné diskuzi ucitel napise vztah R ~ é)

U (pokracuje): Vite, jak by se to dalo zapsat do rovnice?

27 R=£.
U: Neni to uplné Spatny napad, ale takhle to byt nemutze. Zamyslete se
nad fyzikalnimi jednotkami odporu na levé strané rovnice a podilu délky
a obsahu na druhé. Néco tam nehraje.

78: Na pravé strané rovnice musi byt jesté néco, co mé jednotku (2 - m.
U: Spravné. Takova veli¢ina souvisi jesté s dalsi vlastnosti vodice, na které
zévisi jeho odpor. Uz jsme tu méli zavislost na délce a obsahu prufezu. . .
79: Tieba na tom, z ¢eho drat je.

U: Zkus to doplnit, jak to myslis?

79: No, z jakého je materialu.

U: Dobte. Odpor bude asi zaviset kromé délky a obsahu prufezu také na
materialu, ze kterého je vodic¢ vyroben. Celkové muzeme psat, ze R = g%.
(Ndsledugje vgklad o mérném elektrickém odporu g.)

U: Vztah, ktery jsme tady myslenkové odvodili pro elektricky odpor vo-
dice, skutecné plati. D4 se o tom presvédcit experimenty. Pravé experi-
menty nakonec rozhoduji, jestli jsou takové uvahy, které jsme tu provadeéli,
spravné nebo ne. Tady spravné jsou. Zdaleka ne kazdy fyzikalni vztah se
da takhle v ivahéach odvodit, ale nékdy to jde. Pro vas mize byt uzitecné
také to, ze pokud si nebudete jisti, jestli si rovnici pamatujete spravné,
tak kdyz si vzpomenete na tvahy, které jsme tu provedli, mize vam to
pomoci k jejimu vybaveni.

3 Odvozeni vztahu pro teplo @ = cmAt

Uvedeny vztah pro vypodet tepla je v ucebnici [4] na s. 52 odvozen na
zékladé definice mérné tepelné kapacity. Jeji pochopeni déla zaktm ¢asto
problémy. Nasledujici myslenkové odvozeni mtuzeme tedy chapat jako ur-
¢itou alternativu k tomuto postupu. V tomto a dalsich pfipadech uvadime
uz jen zkracené verze rozhovort (s dilezitymi momenty).

Co se stane s teplotou, kdyZ télesu dodam teplo (pfedpokladdme, ze
téleso nezméni svoje skupenstvi atd.)?
— Teplota se zvétsi.
Bude tedy teplo dodané télesu primo, nebo nepfimo iimérné zméné tep-
loty?
— Pfimo timérné.
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Jak muZeme tuto skutecnost zapsat?

— Q ~ At

Kdyz budeme chtit zahiat napt. o 20 °C téleso z urcité latky o hmotnosti
100 g a téleso ze stejné latky o stejnou teplotu s hmotnosti 200 g, ve kte-
rém pripadé musime dodat vice tepla?

— Vice tepla musime dodat tézsimu télesu.

Je tedy dodané teplo pfimo, nebo nepfimo imérné hmotnosti?

— Piimo Gamérné.

Jak to mtizeme zapsat?

—Q~m

Na ¢em dalsim by mohlo zaviset teplo, které musim dodat télesu, aby se
ohrélo o urcditou teplotu?

— Na tom, z jaké je latky.

Dejme tomu, ze takovou vlastnost vyjadiuje veli¢ina oznacend jako c. Jak
by potom $lo zapsat vSechny t¥i poznatky do jedné rovnice?

— Q = emAt

Nasleduje komentar tohoto vztahu a vysvétleni mérné tepelné kapacity c.

4 Odvozeni vztahu pro délkovou teplotni roztaznost Al = al; At

Poznatek vyjadieny timto vztahem je uveden v udebnici [4] na s. 141
a 142 jako experimentalni zjisténi.

Na ¢em by mohlo zéviset prodlouZeni tyc¢e pfi zahiivani?
— Na teploté.
Prodlouzi se ty¢ vice, kdyz ji zahfejeme o 10 °C nebo o 20 °C?
— 0 20 °C.
Bude prodlouzeni pfimo, nebo nepfimo imérné zméné teploty?
— Piimo Gamérné.
MiuzZeme psat Al ~ At
ProdlouZi se pfi ur¢itém zvyseni teploty vice metrova nebo dvoumetrova
tyc?
— Dvoumetrova tyc.
Bude tedy prodlouZeni pfimo, nebo nepfimo imérné délce tyce?
— Piimo Gamérné.
Muzeme psat Al ~ [y.
Jak mizeme zapsat, ze prodlouzeni tyce je pfimo umérné jak zméné tep-
loty, tak délce tyce?
— Al ~ [3 At (napf. s¢itani veli¢in na pravé strané je vylouceno, protoze
veli¢iny maji riizné jednotky a takové nelze s¢itat).
MuzZeme zapsat, ze Al = [; At?
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— Nemuzeme, protoze soucin na pravé strané rovnice ma jinou fyzikalni
jednotku nez veli¢ina na levé strané.

Rovnici tedy doplnime na Al = «ly At. S ¢im by mohl souviset soucinitel
a?

— S tim, z jakého materialu je tyc.

Nasleduje diskuze teplotniho soucinitele délkové roztaznosti o a platnosti
vztahu Al = al; At.

5 Odvozeni vztahu pro magnetickou indukci pole pfimého vodice
_ml
C 2nd

S timto vztahem se miizeme setkat napf. v ucebnici [3] na s. 139, kde
je uveden s tim, Ze jeho odvozeni neni jednoduché. (Odvodit se d4 z Am-
pérova zdkona a pii odvozovani je tfeba integrovat, viz [5], s. 780-782.)

Na ¢em by mohla zéviset velikost magnetické indukce pole (obdoba
Jintenzity“ magnetického pole), které vznikd v okoli vodice s proudem?
— Na elektrickém proudu, jeho velikosti. V okoli vodice, kterym ne-
tece elektricky proud, magnetické pole nevznikne, zatimco kdyz potece
vodi¢em velky proud, vznikne silné pole a magnetickd indukce bude mit
vysokou hodnotu.

Bude tedy velikost magnetické indukce pfimo, nebo nepfimo ttimérné elek-
trickému proudu?

— Pfimo Gameérna.

Miuizeme psat B ~ I.

Na ¢em dal$im by mohla zaviset velikost magnetické indukce? Zamyslete
se nad riznymi misty prostoru kolem vodice.

— Na vzdalenosti. Ve vétsi vzdalenosti bude mensi, pole bude slabsi.
Bude tedy velikost magnetické indukce pfimo, nebo nepfimo timérné vzda-
lenosti od vodice?

— Nepfimo ameérna.

Mtzeme psat B ~ é.

Jak mizeme zapsat, Ze velikost magnetické indukce je pfimo imérnéa elek-
trickému proudu a nepfimo tmérna vzdalenosti daného mista od vodice?

— B~ L.
Nasleduje diskuze konstanty imérnosti 4= a vysledného vztahu B = %g

Je mozné také zminit, Ze ve jmenovateli je vlastné délka magnetické in-
dukeni ¢ary, kterd prochazi danym bodem ve vzdalenosti d od vodice.
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6 Odvozeni vztahu pro magneticky indukéni tok ¢ = BScosa

Magneticky indukéni tok patii mezi veliciny, které jsou zvl4st narocné
na predstavivost zakda. Obdobné jako v oddilu 2 pfi odvozovani vztahu
pro odpor vodice je mozné pouzit analogii s tekouci vodou. Magneticky in-
dukéni tok je zaveden bez odvozeni napi. v ucebnici [3] na s. 160. V nésle-
dujicim opét uvadime mozny postup pfi myslenkovém odvozovani tohoto
pojmu.

Vyjdeme z analogie. Misto magnetického pole a magnetickych induké-
nich ¢ar si predstavime vodu a jeji proudnice. Misto vektoru magnetické
indukce si budeme myslet rychlost.

\ 4

Obr. 1

Vymyslete, jak umistit kruhovou plochu do magnetického pole (,,prou-
du vody“), aby byl tok magnetické indukce co nejvétsi (aby proteklo co
nejvice vody)?

— Plocha musi byt kolmo k magnetické indukei (obr. 1, poloha a), tj.
norméla (kolmice k plose) ve sméru indukce (splyvd s magnetickou in-
dukéni ¢arou).

Jaky je tedy v tomto pripadé tithel mezi norméalou a magnetickou indukci?
— 0°

Existuje takova poloha plochy, aby ji nic neprotékalo?

— Poloha, kdy je kruhova plocha ve sméru indukénich ¢ar, neboli nor-
mala je kolmo k magnetické indukci, tj. sviraji ihel 90° (obr. 1, poloha b).
Znate néjakou funkci z matematiky, aby pro thel 90° dala 0 a pro 0° byla
maximalni?

— Kosinus.

Cemu a jak (pfimo, nebo nepiimo) timérny bude magneticky indukéni
tok @7

— P ~cosa

Jak by se dal magneticky indukéni tok zvétsit a jak to mizeme zapsat?
— Tim, 7Ze se zvétsi obsah plochy; @ ~ S

Cim jesté by se dal tok zvétsit? Piedstavte si tekouci vodu.

— Zvétsenim rychlosti vody, tj. zvétsenim velikosti magnetické indukce.
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Mtuzeme to zapsat jako @ ~ B.

Napiste vSechno, na co jsme prisli, do jedné rovnice.
— & = BScosa

7 Zavér

Vyse bylo uvedeno pét prikladi myslenkového odvozovani veli¢inovych
rovnic. Z prikladi je jasné, ze uvedeny pristup ma sva omezeni. Jedno-
duché uvahy vyuzivané pfi tomto zptsobu odvozovani umoziiuji sice roz-
hodnout, zda bude dand veli¢ina spiSe pfimo nez nepfimo tmeérna jiné,
neumoznuji ovSem rozliSit napf. pokles dané veli¢iny s prvni a se druhou
mocninou vzdalenosti. Je tfeba si uvédomit, Ze ucitel pfi tomto zpiisobu
vyuky fidi praci zaki, casto jim dava na vybranou mezi urcitymi alter-
nativami, a do jisté miry je tak vmanipulovava do urcitych rozhodnuti.
I kdyz je v tomto bodé€ naznaceny pristup problematicky, domnivame se,
ze podporuje u zakt provadéni zadoucich myslenkovych operaci a vede
k méné mechanickému osvojovani znalosti.

Diskutované priklady jsou uvedeny jako navrhy pro ucitele, ktefi by
chtéli takovyto pristup ve své vyuce vyuzit. Byly opakované vyuzity a ové-
feny pfi vyuce na gymnaziu; tam byla schopna vétsina zakt timto zpu-
sobem pracovat. Obecné lze Fici, Ze tento zpusob prace je pro zdky pii
prvnim setkani naro¢néjsi a pii jeho opakované realizaci se stava schiid-
néjsim.

Naznaceny pristup chapeme jako alternativu k jinym. Pfedevsim by
nemeélo dojit k omezeni odvozovani fyzikalnich zakonitosti a vztaht z real-
nych experimentt. Tam, kde to je mozné (zejména dostatek ¢asu a vhodné
materidlni{ vybaveni), je tento pfistup velmi cenné vyuzit. Déle se do-
mnivame, Ze je velmi zddouci odvozovat veli¢inové rovnice (,,vzorecky*)
z obecnéjsich poznatki, pokud neni postup napf. pfili§ zdlouhavy a ma-
tematicky naroc¢ny.
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Modelujeme perpetuum mobile
programem Phun

JAROSLAV KORES

Gymnézium Jana Valeriana Jirsika, Ceské Budéjovice

Perpetuum mobile (PM) je klasické téma jak mechaniky, tak i termo-
dynamiky. I kdyZ nemoznost jeho sestrojeni je ddvno potvrzena, stile se
nachézeji novi konstruktéfi se svym — zarucené funkénim — strojem, umoz-
nujicim vyrabét energii z ni¢eho. Ani zaci nemaji v pojmu PM jasno, asto
jej redukuji na néco, co je v neustalém pohybu. Tomuto chapani napo-
maha i doslovny pfeklad: Perpetuum mobile znamené ,,vé¢né v pohybu*
[1] tedy stroj, ktery se nikdy nezastavi, i kdyZ mu neni dodavana energie.
Takové zafizeni v8ak neni v Zddném rozporu s fyzikalnimi zadkony. Pokud
napi. roztoc¢ime setrvacnik ve vakuu, bude stale rotovat. Zde je potieba
zduraznit, Ze se nejedna se o stale se pohybujici stroj, ale o stroj, ktery
je schopen vykonavat vice prace, nez je mu dodavano energie. To je za-
sadni a soucasné zaky nejvice nepochopena vlastnost PM. Pravé na tento
aspekt bude v dalsim pokracovani ¢lanku zaméfena pozornost.

Vedle klasického PM, konajictho praci bez dodévani energie, byl
W. Ostwaldem zaveden pojem PM 2. druhu. To je stroj, ktery by v roz-
poru s 2. zdkonem termodynamiky cyklicky ziskaval praci jen ochlazova-
nim okolnich téles, tj. se 100procentni ii¢innosti ménil teplo v mechanickou
praci. V tomto ¢lanku se budeme zabyvat pouze klasickym PM, nazyva-
nym téz PM 1. druhu.

,Véénym pohybem“ se v historii zabyvalo mnoho lidi, af udenych ¢&i
bez vzdélani [2]. Jako prvni zminil vé¢né pracujici stroj indicky astronom
a matematik Bhdiskara II (12. stoleti) [3]. NejspiSe z jeho prace Gerpal
Villard de Honnecourt (13. stoleti) [3] [4], ktery nacrtl konstrukci PM na
obr. 1. Od té doby se stala snaha o sestrojeni vé¢né se pohybujici stroje
naplni prace mnoha lidi, véetné zndmych védct (Robert Boyle, Johann
Bernoulli). I kdyz formulace zakona zachovani energie ve formé 1. zdkona
termodynamického jasné poukazuje na nemoznost sestrojeni PM, pfesto
prace na navrzich PM nepfestavaji, pouze se do jeho konstrukci vice za-
pojuji prvky moderni védy, které ovsem autofi spravné nepochopili, nebo
se pfimo dopoustéji podvodu.
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Ostatné s podvodniky je historie PM pevné svazana, snad nejznaméj-
§im podvodnikem je Némec Karel Elid§ Bessler-Orffyreus (1680-1745)
[3] [4] (i kdyZ nékteré zdroje tvrdi pravy opak — Ze jako jediny sestrojil
funkéni PM a své tajemstvi si odnesl do hrobu). Po tspéchu s modelem
PM, ktery Bessler sestrojil ,doma‘“, jiz jako Orffyreus, dostal na dvir
hrabéte hessensko-kasselského Karla. Tam roku 1717 sestrojil tajemny
mechanismus, ktery setrvaval ve stalém pohybu. I kdyz bylo mozné si
stroj prohlédnout, Bessler nikomu nedovolil jej podrobné zkoumat. Avsak
presto, Ze si jej nemohli zevrubné prohlédnout, oznagcili jej pozvani védci
za PM. O tento stroj projevil zdjem i rusky car Petr I., ktery se vsak
nedozil odhaleni pravdy — stroj pohanéli st¥idavé Besslerav bratr a jeho
sluzebné. Ta cely podvod prozradila. Soucasti kazdého falesného PM vzdy
byla skryta technika dodavani energie, kompenzujici ztraty pfi provozu.

Obr. 1 (Zdroj [5))

K vysvétleni pojmu PM a k demonstraci jeho nerealnosti lze ve vyuce
s tspéchem vyuzit program Phun [6], nebo jeho komeréni verzi Algodoo
[7]. Programy jsou uréeny k simulaci fyzikdlnich déji. Pro nés je dilezité,
ze v nich 1ze jednoduSe simulovat i mechanické stroje. Pracuje se v pre-
hledném a intuitivnim grafickém prostiedi, k ovladani stac¢i pouze mys,
neni tfeba programovaci jazyk [8].
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Protoze Phun pracuje pouze s mechanickymi veli¢inami, zaméfime se
na mechanickd PM. Z4ci se ¢asto ptaji, zda by PM mohlo fungovat, kdyby
neexistovalo tfeni ¢i odpor vzduchu. Tyto ztraty vnimaji jako jedinou pie-
kazku k jeho sestrojeni. Ostatné to je i ¢asté zdivodnéni tvirca PM, proc¢
stroj nefunguje podle jejich predstav. Paradoxné popularité PM pfispélo i
to, Ze navrhy Casto zustavaly pouze na papife. Dilezitou vlastnosti Phunu
je moznost nastaveni idealnich podminek (dokonald pruznost, nulové tfeni
a nulovy odpor vzduchu). Lze tak snadno pfedvést, Ze problém PM neni
v nedokonalé technologii, ale v tom, Ze takovy stroj nelze sestrojit z prin-
cipialnich dévod.

Na ukazku vybereme nékolik historickych navrhi. Vytvofeni kazdého
modelu trvalo cca 5 minut. Hotové modely s komentarem je mozné stah-
nout z adresy [9].

Priklad 1

Autorem je Villard de Honnecourt
[2] [3] [4], princip je zaloZen na nerov-
novaze sil — na zacatku pohybu je leva
¢ast kruhu zatiZena vice nez prava,
moment sil levé strany bude vétsi nez
moment na pravé strané, kolo se tedy
zacne otacet. Pripevnéna kladiva se
budou v horni poloze v tthovém poli
preklapét a podle autorovy domnénky
budou svymi tidery kolo déle roztacet.
V Phunu se piesvédéime, ze i kdyz od-
stranime tfeni a odpor vzduchu, kolo
se vzdy zastavi v poloze se Ctyimi kla-
Obr. 2 divy dole a tfemi nahorte.

Realizace: V Phunu nakreslime kruh a jeho stfed pfipevnime pomoci
¢epu k pozadi. Tak se bude kolo moci volné otacet. Zafixujeme dva obdél-
niky tak, aby vytvofily kladivo. Abychom si zjednodusili préci, vytvofené
kladivo Sestkrat zkopirujeme. VSech sedm kladiv pomoci ¢epil pfipevnime
ke kruznici. Konstrukce je hotova, staci jen zapnout simulaci a roztocit
kolo. Kdykoliv mtizeme ménit materidlové vlastnosti — hlavné koeficient
tfeni a pruznost. Stejné tak mizeme vypnout odpor vzduchu a tfeni.
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Priklad 2

Toto PM navrhl Anglican Edward So-
mmerset (1601-1667) [2]. Jde o dalsi pfi-
klad perpetua mobile, pracujiciho na prin-
cipu nerovnovahy sil. Protoze horni koule
budou blize k ose otaceni a spodni kou-
le jsou nerovnomérné rozlozeny, oceka-
val autor po rozhybani stroje trvalé setr-
vani v tomto pohybu. Tento stroj pred-
vedl krali Karlu I [3]. I kdyZ stroj je de-
tailné popsan, vysledek demonstrace bo-
huzel zaznamenan nebyl. P¥i nastaveni
idealnich podminek budou zluté koule na-
hodile skakat a tak odebirat ¢ast pohy-
bové energie kola. Pokud koule nebudou dokonale pruzné, kolo se po urcité
dobé tplné zastavi.

Realizace: Opét pomoci ¢epu pfipevnime kruh k pozadi. Pomoci na-
stroje pro kresleni nakreslime radidlni paprsky podle obrazku. Vzniknou
nam tak trojahelniky, do kterych vlozime koule. Jako v prvnim pfipadé
vypneme odpor vzduchu a nastavime pruznost prepazek a kulicek. At uve-
deme kolo do pohybu jakymkoliv smérem, jeho pohyb se po urcité dobé
zastavi.

Obr. 3

Priklad 3
Autor tohoto navrhu, vldmsky védec
Simon Stevinus (1548-1620), intuitivné
vychézel z pfedpokladu, ze PM neni moz-
né [3]. Z toho odvodil vztah pro rozklad
sil na naklonéné roviné [2]. Realizace: Na~
kreslime obdélnik a pomoci nastroje ntz
jej rozfizneme na dva trojuhelniky. Je-
den z nich zafixujeme k pozadi, druhy vy-
Obr. 4 mazeme. I kdyz v ndvrhu autora nejsou
v rozich umistény kladky, miZeme je tam pomoci ¢ept pripevnit, alespon
zamezime drhnuti fetézu o hrany. Nakreslime Fetéz se spojenym zacatkem
a koncem. Nastavime tfeni trojuhelnika a fetézu na nulu, pruznost obou
nastavime na jedna a vypneme odpor vzduchu. Ani tak se Fetéz samovolné
nerozhybe, k trvalému pohybu nebo dokonce ke konéni prace nepomiize
ani jeho postréeni.
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Priklad 4

Hydrostatické PM[3]. Autor pfedpokla-
dal, Ze kolo ¢astecné ponorené do vody se
vlivem vztlakové sily ptsobici vzhiru roz-
to¢i. K tomu samoziejmé nedojde — vztla-
kova sila sice ptisobi, ale v ose otaceni a tu-
diz nebude mit otacivy ucinek. Smér vztla-
kové sily je urcen vyslednici jednotlivych
hydrostatickych sil, ptasobicich na ponorené
kolo. Ty jsou na obrazku vyznaceny Cer-
vené — je vidét, ze jejich velikost se méni
s hloubkou a smér ptsobeni je do stredu
kruhu. Vyhodou Phunu je moznost ideali-
zace — praktické sestrojeni takového stroje
by bylo jisté komplikované, stroj by mél byt
dokonale uzavieny, aby z néj voda neodtékala. Protoze v Phunu je voda
simulovana jako soustava jednotlivych molekul, uvidime, ze kolo se bude
nahodile pootacet. Tyto fluktuace, zptisobené nepravidelnymi narazy mo-
lekul vody na kolo, jsou ve skutec¢nosti pro velky pocet srazek nepozoro-
vatelné.

Obr. 5

Priklad 5 Vzorem pro tento model byla animace

stale rotujiciho kola na strankach

http: //www.orffyre.com/speculation.html,
zabyvajicich se praci Karla Eliise Besslez-
ra (Orffyrea). Kolo je dalsi variaci na prvni
priklad. Ani v idedlnim pfipadé nedoda kolo
vice energie, nez dostalo pfi rozpohybovani.
Pokud budou vSechny ¢asti dokonale pruzné,
dojde k jejich rozkmitani a tudiz ke zpoma-
leni pohybu samotného kola.

Vhodné ve vyuce je porovnani vSech zde
diskutovanych stroji s rotujicim kotoucem
—1i ten se bude ,,vééné pohybovat“, nebude-li dochazet ke ztratam. Avsak
pokud bychom jej chtéli vyuzit ke konani préace, zacne se zpomalovat.
Na zavér tak mizeme pouze konstatovat, ze mnoho usili bylo a nejspise
jesté bude zbytecné vynakladano k hledani mechanismi, které v ideadlnim
pripadé napodobuji rotujici kolo.

Obr. 6
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Phun je jednim z mala autorskych nastroji, které umoznuji jedno-
duchou simulaci stroji. I pres snadnou dostupnost jiz hotovych animaci
¢i videi, provedenych napi. ve Adobe Flash, modely vytvofené v Phunu
pusobi realisti¢téji. Pouhd vizualni demonstrace, byt profesionalné zpra-
covana, nemusi byt pro zdky tak presvédc¢iva jako simulace, kterad sice
svym grafickym provedenim ponékud zaostava, ale na jejiz tvorbé nebo
upravé maji moznost se podilet. Velkou vyhodou Phunu je jednoduché
znalost programovani. Zaci tak maji moznost sledovat kazdy krok tvorby
animace.

S vyuZitim Phunu ve vyuce fyziky mam jiz praktické zkuSenosti [8]. P¥i
testovani zde uvadénych modeld PM jsem zaky nejdfive seznamil s pred-
stavou tvirce daného PM a na jiz hotové simulaci diskutoval, co a proc se
déje. Poté jsem pozménil nékteré podminky a opét s zaky probiral funkci
stroje. Nakonec jsme debatovali o tom, jak stroj ,,vylepsit“, abychom z néj
skutecné vytvorili funkéni PM. Nékteré navrhy jsme realizovali, abychom
nakonec dospéli k zavéru, Ze stroj fungovat nebude. Zaci byli mnohem
aktivnéjsi a v diskuzi jsme se dostali i k témattm, které z fyzikalniho
pohledu jsou velmi dtilezité (moment sil, vztlak), a v kterych Zaci neméli
Uplné jasno. ,Hratky“ s Phunem umoznily komplexni fyzikalni vyklad,
zahrnujici nékolik témat najednou. Navic vyuka nebyla ,o fyzice“, ale
»,0 strojich®“. Obavana fyzika stala jakoby v pozadi — zaci aplikovali fy-
zikalni znalosti na Feseni technickych problémi. Vyklad se simulacemi
bude pro zaky atraktivnéjsi, pripravené animace lze snadno modifikovat
a v porovnani s jinymi autorskymi nastroji (Flash, Java) je tvorba modeld
podstatné jednodussi a rychlejsi.
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INFORMATIKA

Vesmirné cestovani
(Ulohy z MO — kategorie P, 29. ¢ast)

PAVEL TOPFER
Matematicko-fyzikalni fakulta UK, Praha

Seznamime vas s dalsi zajimavou tlohou z Matematické olympiady —
kategorie P, tentokrat z doméciho kola 55. ro¢niku soutéze (Skolni rok
2005/2006). V8echny soutézni tlohy tohoto roéniku pfipravili pracovnici
Fakulty matematiky, fyzika a informatiky Univerzity Komenského v Bra-
tislave, kteri se staraji o programatorskou olympiddu stfedoskolakii na
Slovensku. Budeme se vénovat jedné zdanlive bézné tloze z teorie graft
— hledéni nejkratsi cesty v ohodnoceném orientovaném grafu. Podstatnou
komplikaci oproti béznym ,Skolnim“ dloham vsSak bude skutecnost, ze
hrany naseho grafu mohou byt ohodnoceny i zdpornymi ¢isly. Nejprve se
jako obvykle podivame na tplné zadani alohy, které si pro potreby naseho
¢lanku trochu upravime a zkratime, aniz bychom tim ovSem zménili smysl
puvodni tlohy.

* % %

Védctm se koneéné podarilo vymyslet efektivni zpisob cestovani v ¢a-
soprostoru. Jejich testovaci stfedisko se sklada z nékolika lokalit, v kazdé
lokalité je umisténo nékolik teleporti. Kdyz vstoupime do takového te-
leportu, pfemisti nas na stanovenou lokalitu a zaroven nas premisti také
v ¢ase o stanoveny podet minut (bud dopfedu nebo dozadu). Cilova lo-
kalita i ¢asovy posun jsou pro kazdy teleport pevné nastaveny. Védci by
chtéli zjistit, jak je cestovani pomoci teleportd vyhodné. Pravé se nacha-
zeji u centralniho pocitace a chtéli by se jit nasvacit do bufetu. A protoze
¢as jsou penize, chtéli by byt v bufetu co nejdfive. Pohybovat se v ¢ase a
prostoru samoziejmé chtéji jen pomoci jiz postavenych teleportii.
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Soutézni tloha:

Program dostane na vstupu pocet lokalit IV, které budeme oznacovat
¢isly od 1 do N. Centrélni pocita¢ je umistén v lokalité ¢islo 1, bufet ma
¢islo N. Nasleduje celkovy pocet postavenych teleportti M a seznam téchto
teleportt. Pro kazdy teleport je uréena pocatecni lokalita, koncovéa lokalita
a zmeéna Casu v minutach, jez nastane pfi pruchodu timto teleportem
(kladné ¢islo znamena posun do budoucnosti, zdporné do minulosti a 0
znamena, ze se v koncové lokalité ocitneme ve stejném case, v jakém jsme
nastoupili do teleportu). Kazdy teleport lze pouzit jen tim smérem, ktery
je uveden na vstupu. Mezi dvéma lokalitami mize byt vybudovano vice
teleportt. Dokonce muze existovat i teleport, ktery nas presune pouze
v Case (tedy pocateéni a koncové lokalita jsou u néj totozné). Program
ma urcit ¢as, kdy nejdiive se muzeme dostat do lokality NN, jestlize se
v lokalité 1 nachazime v ¢ase 0. Pokud tam dokazeme byt libovolné brzo
(tzn. mizeme pomoci teleportii cestovat neomezené do minulosti), nebo
pokud se tam viibec nemtizeme dostat, program o tom vyda prislusnou
Zpravu.

Format vstupu:

Prvni fadek vstupniho souboru teleport.in obsahuje dvé ¢isla N a M
(2 < N <1.000,0 < M < 50.000) oddélena mezerou. Nasleduje M radk,
na kazdém z nich jsou tii ¢isla A4;, B;, T; (1 < A;, B; < N, |T%| < 10.000)
popisujici teleport z lokality A; do lokality B; se zménou ¢asu 7; minut.

Format vystupu:

Jediny radek vystupniho souboru teleport.out bude obsahovat zpra-
vu ,Vedci umrou hlady“, jestlize se od centralniho pocitace pomoci te-
leportt vitbec nedd dostat do bufetu, resp. zpravu ,Vedci poznaji vznik
vesmiru“, jestlize miizeme cestovat do nekonecna do minulosti. Jinak bude
vystup obsahovat jedno celé ¢islo predstavujici ¢as v minutach, kdy nejdii-
ve se védci dokazou dostat do bufetu.

Priklady:

teleport.in
34

=N e
W W N
1o
= N
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13 16

teleport.out
-2

Prunim teleportem se védci dostanou do lokality 2 v ¢ase 5, odtud dru-
hym do lokality 3 v ¢ase 5+ (—7) = —2. Ostatni moznosti jsou horsi.

teleport.in
22
11-1
120

teleport.out
Vedci poznaji vznik vesmiru

Drive nezZ se védci druhym teleportem presunou do bufetu, mohou prv-
nim odcestovat libovolné daleko do minulosti.

teleport.in
4 3

12 -1
230

4 3 10
teleport.out
Vedci umrou hlady

Posledni teleport nemohou védci pouZit na presun z lokality 3 do lokality
4, jedinée naopak.

* k x

Jisté vas hned napadne, ze situaci ze zadani tlohy si mizeme pfed-
stavit jako ohodnoceny orientovany graf. Vrcholy grafu budou predstavo-
vat lokality, hrany reprezentuji teleporty mezi lokalitami. Kazd4 hrana je
ohodnocena ¢islem, které urcuje posun v ¢ase pri pruchodu danou hra-
nou. Toto ohodnocend budeme nazyvat ,délka hrany“, jak je v grafové
terminologii obvyklé, i kdyz v nasem pripadé nepijde o délku v obvyk-
1ém slova smyslu. Ukolem je najit sled vedouci z vrcholu 1 do vrcholu N
s nejmensim souc¢tem ohodnoceni hran (nazveme ho nejkratsi), piipadné
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vypsat zpravu, ze takovy sled neexistuje. Pro tplnost dodejme, Ze v teorii
grafl sledem rozumime posloupnost vrcholt vy, ..., v, takovou, ze mezi
vrcholy v; a v; 41 vede hrana.

V tvodu si mizeme tlohu trochu zjednodusit. Uvédomte si, ze pokud
mezi dvéma vrcholy vede vice hran stejnym smérem, staci uvazovat jenom
tu z nich, kterd ma nejmensi délku. Jinak bychom totiz dokazali nalezeny
sled zkratit vymeénou delsi hrany za kratsi. Pfipadnych nasobnych hran
se zbavime nejradéji hned pfi nacitani vstupnich dat, abychom nemuseli
ani Tesit jejich ulozeni v datové struktufe.

Kdyby byly vSechny hrany grafu ohodnoceny nezaporné, byla by nase
uloha velmi snadnd. V takovém pripadé se pri hledani nejkratsiho sledu
jisté nevyplati vracet se do vrcholu, ktery jsme uz jednou navstivili. Sled,
ve kterém se zadné vrcholy neopakuji, nazyvame v grafové terminologii
cesta, a na nalezeni nejkrat$i cesty v ohodnocenim grafu méme k dispo-
zici standardni algoritmy, které najdete v kazdé zékladni ucebnici teorie
grafi. Nejznaméjsi z nich je Dijkstrav algoritmus. Jeho pouzitelnost je
vSak omezena pravé jen na grafy s nezapornym ohodnocenim hran.

Nadale tedy budeme pocitat s tim, ze nas graf mize obsahovat i hrany
se zapornou délkou. Mohou nastat dvé situace, kdy nejkratsi sled z vr-
cholu 1 do vrcholu N neexistuje. Bud se z vrcholu 1 do vrcholu N po
hranich grafu nemizeme vibec dostat, nebo existuje sled z vrcholu 1 do
vrcholu N takovy, Ze obsahuje cyklus se zapornym souctem délek hran. Po
takovém cyklu pak mazeme chodit pofad dokola a stéale snizovat celkovou
délku sledu. Proto ani neexistuje nejkratsi sled — ke kazdému sledu totiz
dokézeme nalézt sled kratsi.

Ukéazeme si dva riazné algoritmy, které efektivné fesi nasi ilohu. V obou
pripadech se jedna o standardni algoritmy, i kdyZ trochu méné znamé,
nez jiz zminény algoritmus Dijkstriv. Prvni feseni vyuziva Floyduav-
Warshalluv algoritmus. Tento algoritmus je zaloZen na myslence dy-
namického programovani a slouzi k vypoctu nejkratsich vzdalenosti mezi
v8emi dvojicemi vrcholi v grafu. Vyhodou pro nés je, Ze mu nevadi ani
zaporna ohodnoceni hran. Graf si uloZzime do dvojrozmérného pole G,
pfi¢emz vychozi hodnota Gli,j] bude rovna délce hrany z vrcholu ¢ do
vrcholu j (nebo nekonecno, jestlize takova hrana neexistuje). Algoritmus
vypada nasledovné:

for k:=1 to N do
for i:=1 to N do
for j:=1 to N do
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if G[i, j1 > G[i, k] + G[k, j] then
Gl[i, j1 := G[i, k] + Glk, jl;

Po skonceni vypoctu je hodnotou Gli, j] délka nejkratsiho sledu z ¢ do
J (pFipadné nekonec¢no, pokud Zadny takovy sled neexistuje). Navic plati,
ze je-li G[i, 4] zdporné pro urcité i, pak vrchol ¢ lezi na n&jakém zaporném
cyklu. Pokud tento vrchol lezi na néjakém sledu z 1 do N (tedy G[1,¢] ani
Gli, N] nejsou rovny nekoneénu), potom existuje sled z 1 do N s libovolné
nizkym ohodnocenim.

Jak jsme jiz uvedli, popsany algoritmus je zalozen na principu dynamic-
kého programovani. Dynamika zde probiha pfes postupné rostouci mno-
zinu vrcholi, které smime pouzit v hledaném sledu miniméalni délky. Po
k-tém priichodu vnéjsiho cyklu udévaji hodnoty Gli, j] délku nejkratsiho
sledu z i do j takového, Ze tento sled vede pouze pfes (ne nutné vsechny)
vrcholy z mnoziny {1, ..., k}. V kazdém kroku vypoc¢tu musime pfepocitat
véech N? hodnot G[i, 5], i kdyZ nakonec po poslednim N-tém priichodu
nés bude v této uloze zajimat pouze jedind z nich, a to G[1, N].

Ze zapisu algoritmu je zjevné, Ze Casovéa slozitost tohoto algoritmu je
O(N3). Vypocet je totiz tvofen tfemi do sebe vnofenymi cykly, z nichz
kazdy se vykona N-krat. Pritom télo vnitfniho cyklu ma jiz konstantni
¢asové naroky. Pamétova slozitost je O(N?), nebof vystaéime s jednim
polem G velikosti NV x N na ulozZeni vychoziho grafu, ukladani vSech me-
zivysledkd i na ulozeni vyslednych nejkratsich délek.

Ukazeme si jesté druhé feseni tlohy, které vyuziva Bellmantuv-For-
dav algoritmus. Jedna se o standardni grafovy algoritmus, ktery po-
dobné jako Dijkstriiv algoritmus pocita nejkratsi vzdalenosti ze zvoleného
vychoziho vrcholu do cilového vrcholu grafu (nebo do vSech ostatnich vr-
cholti grafu). Bellmaniiv-Fordiv algoritmus je o néco pomalejsi nez algorit-
mus Dijkstriv, ale zato ho lze pouzit i na grafy se zipornym ohodnocenim
hran. Od Dijkstrova algoritmu se lisi zptsobem prochézeni grafu.

Pro potieby tohoto algoritmu si budeme orientované hrany zkouma-
ného grafu uchovévat ve tfech polich, kde a[i] je zac¢atek, bli] je konec
a t[i] je délka i-té hrany. Na poradi hran nezalezi, budeme tedy pracovat
s takovym poradim, v jakém jsou hrany zadany na vstupu.

Rovnéz tento algoritmus je zalozen na principu dynamického progra-
movani. Dynamika je v této tiloze vedena pfes pocet hran, jimiz je hledany
sled minimélni délky tvofen. Necht D[l, 4] je délka takového nejkratsiho
sledu z vrcholu 1 do vrcholu ¢, ktery pouziva prave [ hran. Je zfejmé, ze
DJ0,4] je rovno nekone¢nu pro vechna i kromé 1, zatimco DJ0,1] = 0.
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Piedpokladejme, Ze zname D[l — 1,4] pro vSechna i a pro né&jaké [ > 0.
Snadno potom spoc¢itdme D[l, 4] pro libovolné i. V nejkratsim sledu tvo-
feném [ hranami je néjaka hrana posledni a zbytek je nejkratsi sled po-
uzivajici [ — 1 hran, ktery kon¢i v pocateénim vrcholu I-té hrany. Staci
tedy vyzkouset vSechny moznosti pro tuto posledni hranu. Tim dostéavame
vztah pro vypocet hodnot DI, i]:

DI, i] = min(1 < k < M){D[l — 1,a[k]] + t[k], kde b[k] =i}

Pfi zvolené reprezentaci grafu se vypocet nejsnaze provadi tak, ze pro-
jdeme postupné vSechny hrany a pocitame jednotlivd minima pro vsechny
vrcholy soucasné. Vime, ze pokud existuje nejkratsi sled z 1 do N, bude
mit nejvyse N — 1 hran, nebot neobsahuje cyklus. Vysledkem je tedy mi-
nimum z hodnot D[I, N] pro I = 1,..., N-1. Je-li tato hodnota rovna
nekonecénu, potom zadny sled neexistuje.

Jesté potrebujeme ovérit, zda se nemuzeme dostat do zaporného cyklu.
Takovy cyklus mtze obsahovat nejvyse N hran, jak si muzeme ukazat
t¥eba na piikladu grafu s orientovanymi ohodnocenymi hranami (1,2,1),
(2,3,1),...,(N-1,N,1),(N,1,-N). Jestlize tedy existuje sled obsahujici
zaporny cyklus, pak existuje i sled délky nejvyse 2N—1, ktery tento cyklus
obsahuje. Popsanou upravu vzdélenosti DL, i] proto spustime jesté N krat.
KdyZ minimum z D[l, N] pro N <! < 2N-1 je mensi neZ vysledek, ktery
jsme nasli pfedtim, potom skutecné existuje sled z 1 do N, ktery obsahuje
zaporny cyklus.

Na zavér muzeme provést jesté jedno implementacni zjednoduseni. Uve-
domte si, ze nas nezajimaji presné délky sledt s pravé [ hranami. Proto
nam sta¢i pouzit v programu pouze jednorozmérné pole D[i] a vyse uve-
dené tpravy provadét jen na ném. Timto zjednodusenim vysledek vypoctu
nezmeénime, i kdyz hodnoty ziskané po jednotlivych iteracich mohou byt
odli$né od puvodniho feSeni.

Casové slozitost tohoto algoritmu je O(N.M), pamétova O(N + M).

program Vesmirne_cestovani;
const MaxN = 1000; {maximdlni pocet vrcholu}
MaxM = 50000; {maximalni poéet hran}
Nekonecno = 2000000000;
var N, M: integer; {skute&njy polet vrchold a hran}
f: text;
a: array[1l..MaxM] of integer;
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b: array[1l..MaxM] of integer;
t: array[l..MaxM] of integer;
D: array[l..MaxN] of longint;
i, 1, k: integer;
vysledek: longint;

begin

{Na¢teni vstupnich dat:}
assign(f, ’teleport.in’);
reset (f);

readln(f, N, M);

for i:=1 to M do

readln(f, alil, bl[i], t[i]);

close(f);

{Inicialiazce:}
assign(f, ’teleport.out’);
rewrite(f);
D[1]:=0;
for i:=2 to N do
D[i] :=Nekonecno;

{Vlastni vyjpolet cest:}
for 1:=1 to N-1 do
for k:=1 to M do
if D[b[k]] > D[a[k]] + t[k] then
D[b[k]]:=D[alk]] + t[k];
vysledek:=D[N];

if vysledek = Nekonecno then
writeln(f, ’Vedci umrou hlady’)

else
begin {ovéfeni existence zapornjych cykld:}
for 1:=1 to N do
for k:=1 to M do
if D[b[k]] > D[alk]] + t[k] then
D[b(k1]:=D[alk]] + t[k];
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if D[N] < vysledek then

writeln(f, ’Vedci poznaji vznik vesmiru’)
else

writeln(f, vysledek);
end;

close(f);
end.

Wolfram|Alpha

LUKAS HONZIK
Fakulta pedagogicka ZCU v Plzni

Nejen vyucujici matematiky na stfednich a vysokych skoldch maji s na-
zvem spolecnosti Wolfram Research, Inc. spojeny piedevsSim jeji nejzna-
mé&jsi produkt, kterym je vypocetni program Wolfram Mathematica vy-
uzitelny v mnoha technickych oblastech. Mathematica se v loiském roce
dockala své jiz osmé verze a po dlouhou dobu ztstava ,vlajkovou lodi“
spolecnosti.

Méné znamou skutec¢nosti je pak fakt, Ze spolecnost jiz néjaky ¢as pro-
vozuje a dédle vyviji online webovou sluzbu Wolfram|Alpha (nékdy téz
psano jako Wolfram Alpha nebo WolframAlpha), kterou zfejmé nejlépe
definuje jeji anglicky podtitul ,,Computational Knowledge Engine*. Toto
slovni spojeni 1ze do Cestiny prelozit priblizné jako vypocetni védomostni
prostfedek, ¢i nastroj. Uzivatelé jej najdou prostiednictvim webového pro-
hlizece na adrese www.wolframalpha.com a mohou pomoci néj provadét
matematické vypocty, vyhleddvat a zjistovat informace.

Vyvoj a prostiedi
Duchovnim otcem systému je britsky védec Stephen Wolfram, hlavni

vyvojar jiz zminéného softwaru Mathematica. Prvni oznédmeni o rozbéh-
nuti celého projektu uéinil Wolfram v bfeznu 2009 (v navaznosti na svou
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knihu A New Kind of Science, na které pracoval v letech 1992 az 2002
pojednavajici o nové filozofii pfistupu k védé) a dva mésice nato doslo
ke spusténi projektu. Oficidlni spusténi probéhlo 18. kvétna, ale webové
rozhrani bylo pro vefejnost funkéni jiz 15. kvétna.

Samotné prostiedi Wolfram|Alpha vypada velmi jednoduse, nejdile-
(obr. 1), do néjz uzivatel vepisuje své piikazy a dotazy.

Je-li do fadku vpisovan matematicky vyraz, systém okamzité provadi
vypocet a pribézny vysledek zobrazuje v rozbalovacim okénku, které je
podobné | naseptavaci“ zndmému t¥eba z vyhledavade Google (obr. 2).

3% WolframAlpha sz

Enter what you want to caleulate or know about:

| 8
®EBE e D =Examples == Random
Obr. 1
[ 2710 +5-8 * 12| E]
2710 +5- 8*12 =933 X
Obr. 2

Pro ziskédni kompletniho vysledku je nutné po dopsani piikazu stisk-
nout Enter, pfipadné kliknout na potvrzovaci tla¢itko se symbolem ,,=“
v pravé Casti Fadku. Systém nésledné vygeneruje odpovéd, kterd miize
mit i nékolik oddélenych casti. Napfiklad pro vysSe uvedené zadani 2~ 10
+ 5 - 8%12 dostaneme odpoveéd sestavajici ze ¢tyf ¢asti — v prvni je uve-
deny vstupni prikaz neboli 2710 + 5 - 8%12 nize nalezneme vysledek
933 nésledovany slovnim vyjddienim (nine hundred thirty-three) grafic-
kym znazornénim vysledku na ¢iselné ose.

Obdobné vse funguje i pfi vyhledavani informaci. Zadejme do piika-
zové Fadky pitkaz December 28, 1982 (28. prosince 1982). Systém nyni
vstup vyhodnoti nikoliv jako vypocetni operaci, nybrz jako vyhledavani
a zobrazi dostupnd data k pozadovanému dni. Na obrazovce se tak vypi-
Sou informace o tom, jaké datum mé doty¢ény den v ruznych kalendarich
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(mimo jiné v zidovské, isldmském, ¢inském lundrnim, ¢i mayském), o koli-
katy den roku 1982 slo a do jakého tydne a ctvrtleti roku spadal, nasleduji
vyznamna vyroci vztahujici se k zadanému dni a cely vycet uzavira tdaj
o ¢asu vychodu a zapadu slunce a fazi Mésice.

Néktera z takto zobrazenych dat jsou déale uvedena ve formé hypertex-
tovych odkazi, takze zaujme-li uzivatele néktery z vypsanych vysledk,
je mozné o ném zobrazit detailnéjsi idaje pouhym kliknutim mysi a neni
nutné jej vypisovat do prikazového radku.

Vyhledavaé informaci

Jak jiz bylo feceno diive, Wolfram|Alpha miZe slouzit i jako vyhled4-
vaé informaci. Nemusi vsak jit jen o strohé zadavani kratkych hesel, jak
tomu obycejné u podobnych informacnich systémui a encyklopedii byva.
Uzivatel muze svij pozadavek konstruovat jako norméalni otazku, ve které
jsou nasledné vyhledana kli¢ova slova a podle nich generovan vystup. To
s sebou prirozené nese riziko, ze takova otazka bude Spatné ,, pochopena®
nebo nékteré z pouzitych slov systém ,neznd“, nicméné pii hledani ur-
¢ité informace obsazené v rozsahlém souboru dat je jiz na volbé uzivatele,
ktery z pristupt uprednostni.

Pokud bychom méli za tkol vyhledat informaci, ktery stat svéta je na
78. pricce v poctu obyvatel, je mozné nechat si vypsat prikazem popu-
lation vsSechny piislusné tudaje a predpokladaje, ze nékde mezi nimi je
seznam zemi setfidény podle poctu obyvatel, se pustit do hledani, jed-
nodussi vsak je zeptat se pfimo dotazem ve tvaru What is the 78th
largest country by population? (Kterd zemé je na 78. misté podle
poctu obyvatel?) Vysledkem je odpovéd, Ze se jedna o Ceskou republiku
s 10,4 miliény obyvatel, doplnénou o spoustu dalsich, v tomto pfipadé po-
druZnych, informaci (mezi jinymi jsou zde uvedeny sousedni zemé, hustota
osidleni, predpokladand délka Zivota obyvatel, pouzivané jazyky, nejvétsi
Ceska mésta, atd.).

Obdobnym zpisobem miize byt sestaveno velké mnozstvi otazek a tak
se diive ¢i pozdéji skuteéné stane, ze Wolfram|Alpha dotaz nebude scho-
pen zodpovédét. Tieba pfi dotazu na nejvétsi kontinent What is the
largest continent? (Ktery kontinent je nejvétii?) nastanou problémy
s interpretaci otdzky, systém se pokusi dét relevantni odpovéd a zobrazi
informace o vyznamu slova continent (kontinent).

Zajimavym pocinem je integrovani napovédy programu Mathematica
do prostiedi Wolfram|Alpha. Pfi zadani ndzvu konkrétniho piikazu se zob-
razi informace o tom, k ¢emu dany ptikaz slouzi, jaké povinné a nepovinné
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vstupni parametry ma, a zaroven jsou tyto idaje doplnény vyctem prikazt
podobnych nebo s tématem uzce souvisejicich. Otazkou ale v tomto pfi-
padé zustava, zda se nejednd o nadbytecnou funkci, kdyz si uzivatel muze
Casto detailnéjsi informace vcetné zasoby ilustrac¢nich prikladd vyhledat
téz primo v on-line napovédé Wolfram Mathematica Documentation Cen-
ter.

Matematické vypocty

Matematické vypocty a feSeni matematickych tloh jsou silnou stran-
kou Wolfram|Alpha. Nejedn4 se sice o tak silny nastroj, jaky se uzivateltum
nabizi v podobé programi pocitacové algebry Mathematica ¢i napriklad
Maple, nicméné moznosti vyuziti je vice nez dost. Systém umi integrovat,
derivovat, feSit soustavy rovnic a nerovnic, zjisti kofeny algebraickych
rovnic vyssich fadd, zvladne vysetfeni pribéhu kiivky véetné jejiho gra-
fického zobrazeni.

Podivejme se nejprve, jak se Wolfram|Alpha vypofada s vySetfenim
pribéhu funkee f(z) = 2* + 423 — 322 + 8z — 10. Zadame do ptikazového
rfadku prikaz ve tvaru x~4 + 4*x”~3- 3x~2 + 8*x - 10. Systém vyge-
neruje odpoveéd skladajici se z nékolika ¢asti, z nichz jsou pro vySetifeni
pribéhu dané funkce nejdilezitéjsi ty, které obsahuji alternativni zptsob
zépisu vyrazu (zde nalezneme rozklad mnohoclenu) a realné (piipadné
komplexni) kofeny a dale pak defini¢ni obor a hodnotu minima véetné
udéani hodnoty proménné x, v niz minimum nastane. Vse je dale doplnéné
grafickym znézornénim k¥ivky (obr. 3) a zdpisem derivace f’(z) a neurci-
tého integralu F(x) podle proménné x (obr. 4).

100

\ 50-
. " " (x from -4 to 2)

-100*
Obr. 3 Vzhledem k tomu, ze ki¥ivka funkce v intervalu (5;1) spolu s osou

x omezuje ¢ast roviny, Wolfram|Alpha rovnou vypocital i uréity integral
v mezich od —5 do 1.
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Pfijemnym vylepSenim je u vypsanych derivaci a integrald tlacitko
»ohow steps“, které dovoli nahlédnout do rozepsaného postupu derivovani
¢i integrovani po jednotlivych krocich vedoucich k celkovému vysledku.

Derivative: Show steps

£t 42 -3 4 8- 10) =42 + 1267 648
X

Indefinite integral: Show steps

j-(x‘+413»3x2 +8x-10)dx= 15: +x* —x* +4x* - 10.x + constant

Local minirmum: Mare digits

minfx* +4x* - 3 + 8x - 10} ~ —96.3605 at x ~ —3.57589

Obr. 4

Zajima-li uzivatele néktery z konkrétnich tdaji, je mozné pomoci pti-
slusného prikazu vygenerovat pouze jej. Vykresleni kfivky lze zobrazit
prikazem plot, graph nebo show nasledovanym predpisem dané funkce,
rozklad polynomu je proveden ptikazem factor (v tomto pfipadé systém
vypise jak faktorizaci v redlngch ¢islech, tak v komplexnich), pfikaz solve
¢i roots nalezne realné koreny a konecné derive a integrate vygeneruji
derivaci a neurcity integral funkce. Obé vypsané funkce, jak derivace, tak
integral, jsou navic doplnény informacemi o jejich vlastnim prubéhu.

Nakonec se jesté zminme o urc¢itém integralu, nemusi nas totiz zajimat
jen integral v mezich uréenych kofeny funkce. Dejme tomu, Ze chceme
znét hodnotu uréitého integralu vyse uzité funkce f(z) pro hodnoty od
x = 0do z = 10. K tomu poslouzi ptikaz integrate x~ 4 + 4x~3- 3x~2 +
8x - 10 from O to 10. Vystupem je pak hodnota odpovidajici urc¢itému
integralu doplnéna opét grafickym znazornénim v udanych mezich.

Mluvime-li o vySetfovani pribéhu funkce, zajimala by nas jisté i prace
s limitami. I ty Wolfram|Alpha zvlada. Vezméme v tvahu tfeba funkci
g(x) = % Zadani prikazu sin(x)/(x~2 - 2x - 3) sice spusti
vySetfovani zadaného vyrazu, nicméné vzhledem k naroc¢nosti vypocta
dojde k prekroceni defaultné nastaveného ¢asového limitu a systém zob-
razi jen informace, které stihl zjistit. Na vypocet limit se timto zpiso-
bem nedostalo. Dokazeme je vSak ziskat uzitim upfesnéného prikazu lim
sin(x)/(x~2 - 2x - 3), pfiemZ v odpovédi figuruji jak limity v ne-
vlastnich bodech +o0o, tak zprava i zleva v bodech x = —1 a z = 3,
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v nichz neni funkce definovana. Navic muZeme nékterou z limit, ktera
nas zajima vic nez ostatni, upfednostnit. Kupfikladu pro limitu v bodé
x = —1 pouzijeme pfikaz lim sin(x)/(x"2 - 2x - 3) for x = 1.

Definits integral:

f“(x*+4f—3x2+ax—1o)dx= 29 300

Visual representation of the integral:

20000
15000

10000

Obr. 5

Prozatim jsme se pfi zkouSeni, co Wolfram|Alpha z matematickych
vypoctu umi, pohybovali v oblasti matematické analyzy. Podivejme se
nyni do algebry a vektorovych prostort, nebot systém zvladne i tyto véci.

Oblibenym tématem tykajicim se vektorovych prostori je linedrni za-
vislost a nezavislost mnoziny zadanych vektord. V pfipadé zavislosti pak
vektoru. Demonstrujme takovou tlohu na mnoziné vektoru (1,2, —1,1),
(2,-1,4,10), (1,0,3,-5), (4,1,6,6). Mizeme bud zadat piikaz vectors
(1, 2, -1, 1, (2, -1, 4, 100, (1, 0, 3, -5), (4, 1, 6, 6),
znadici ¢tverici vektort a ve vSemoznych informacich odpovédi pak vyhle-
dat potfebné data, nebo se dotdzat piimo na linedrni nezévislost pfikazem
ve tvaru linear independence (1, 2, -1, 1), (2, -1, 4, 10),
(1, 0, 3, -5), (4, 1, 6, 6), kdy Wolfram|Alpha rovnou odpovi, Ze
zadané vektory jsou linearné zavislé a vypise jejich linearni kombinaci
rovnou nulovému vektoru.

VysSe popsanou ulohu lze fesit i pomoci zjisténi hodnosti matice, ve
které zapiSeme jednotlivé vektory do fadkii (nebo sloupcti). P¥ikazem row
reduce (1, 2, -1, 1), (2, -1, 4, 10), (1, 0, 3, -5),

(4, 1, 6, 6) (pfipadné muzeme pouzit klicovd slova Gaussean elimi-
nation nasledovand danou matici) nafidime podéitaci prevést matici do
trojuhelnikového tvaru, z néhoz jiz zjistime hodnost a tedy i pocet line-
arné nezavislych vektort. Pro nazornost lze opét vyuzit tlacitko ,,Show
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steps“, jehoz prostfednictvim mizeme nahlédnout do rozepsani jednotli-
vych krokd Gaussovy eliminace.

Zkusme jesté posledni tlohu, spadajici pod soustavy rovnic s vice ne-
znamymi. Méjme zadanou soustavu tii rovnice o tfech neznédmych
r+y—z=7 22 +y%—2%2 =237, 23 +93 — 23 = 1. Lidské“ YeSeni
miiZe spoc¢ivat napiiklad v trochu nepohodlném rozepisovani druhé a treti
rovnice podle vzorct a nasledném dosazovani vyrazi z rovnice prvni, coz
je ve vysledku pomérné zdlouhavé. Wolfram|Alpha nalezne FeSeni pomoci
pfikazu solve x + y -z =7, x"2 +y"2 -2"2=237, x*3+y°3
- z73 = 1 nepomérné rychleji a zobrazi dva vysledky odpovidajici uspo-
fadanym trojicim [10, 9, 12] a [9, 10, 12].

Trocha konverzace

Samostatnou kapitolou prace (dé-1i tomuto zplisobu interakce tak ¥i-
kat) je pseudokonverzace s Wolfram|Alpha, kdy si uzivatel mizZe se systé-
mem zdanlivé smysluplné povidat. V zésadé jde pouze o to, ze Wolfram|Al-
pha mé naprogramované odpovédi na nékteré véty a otdzky a podle nich
pak generuje pfedem dané odpovédi.

Pokud napftiklad uzivatel napiSe do prikazového rfadku vétu Hello.
(Ahoj.), systém mu odpovi pfedem pfipravenou odpovédi Hello, human.
(Ahoj, clovéce.)

Komunikace pak mize vypadat tfeba takto:

Uzivatel: Hello. (Ahoj.)

Wolfram|Alpha: Hello, human. (Ahoj, élovéce.)

Uzivatel: What’s your name? (Jak se jmenujes?)

Wolfram|Alpha: My name is Wolfram|Alpha. (Jmenugji se Wolfram| Al-
pha.)

Uzivatel: How are you? (Jak se mds?)

Wolfram|Alpha: I am doing well, thank you. (Mdm se dobte, dékuji.)

Prestoze odpovédi davaji smysl, nesmi se uzivatel nechat zmast, jde
skutecné jen o nékolik malo naprogramovanych vét. Pokud systém nemé
pro danou otdzku odpovéd piimo dénu, snazi se z ni vybrat kli¢ova slova.
Na né pak reaguje ptislusnym vystupem, nejcastéji v podobé hesla odpo-
vidajicitho vybranému klicovému slovu.

Kupiikladu na otdzku Which country do you live in? (Ve které
zemi Zije$?), kterd by se dala logicky interpretovat jako zadost o udéni po-
lohy servert, na nichZz Wolfram|Alpha funguje, systém zobrazi informace
tykajici se hesla Country (zemé) — amerického periodika vyddvaného
vydavatelstvim Reader’s Digest.

149 Matematika — fyzika — informatika 22 2013



Na druhou stranu lze nalézt i véty a otazky, jejichz zodpovézeni sys-
témem uzivatele pobavi, uzite¢nost maji vSak nulovou. Mezi né patii na-
piiklad Are you Skynet? (Jsi Skynet?; Skynet je fiktivni systém umélé
inteligence ze série filmi Terminator snazici se vyhladit lidstvo), I like
you., I don’t like you. nebo rozloudeni vétou Good bye. (odpovéd
potési fanousky skupiny Beatles).

Nakonec jesté zminme fakt, Ze kromé bezplatné verze Wolfram|Alpha je
od tinora 2012 k dispozici téZ placend verze Wolfram|Alpha Pro pfistupna
pfi mésiénich platbich 4,99 dolaru (pfipadné 2,99 dolaru pro studenty),
ktera k prostfedkiim dostupnym v bezplatné verzi navic dovoluje uploa-
dovani mnoha typt souborti a dat (véetné obrazki, tabulek, zvukovych
stop, XML souborti a dalsich), jenz pak mohou byt automaticky analyzo-
vany, dostupna je zde také rozsifena klavesnice a moznost ukladat zadana
a vypoctena data a upravit si celé prostfedi podle svych predstav.
Zaveér

Zamérem tohoto ¢lanku bylo predstavit ¢tenarim nejen z fad ucitelu
matematiky vypocetni a databdzovou online sluzbu Wolfram|Alpha do-
stupnou na webové adrese www.wolframalpha.com, ukéazat nékteré jeji
zajimavé a uziteéné funkce a nabidnout tak jednoduchou ale zaroven za-
jimavou alternativu drahych komercénich programi.

Je pomérné ziejmé, ze Wolfram|Alpha zatim nemtZe ohrozit pozici
komer¢nich programi typu Mathematica, Maple a dalsich, které jsou na-
vrzeny piimo pro FeSeni slozitych matematickych tloh a maji k tomuto
ucelu implementovany nejmodernéjsi vypocetni algoritmy a postupy. Na
druhou stranu je to vypocetni néastroj, ktery lze bezplatné uzivat na ja-
kémkoliv pocitaci s pfistupem k internetu, a i pres nékteré jeho nedostatky
(nékteré prvky nedostupné mimo verzi Pro, obcas se objevujici vyskaku-
jici okno s reklamou na placenou verzi) se bezesporu jednd o produkt,
ktery své uplatnéni dokaze nalézt na vSech stupnich Skol nejen ve vjuce
matematiky.

Literatura

[1] http://www.wolframalpha.com/
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ZPRAVY

53. Mezindrodni  matematicka
olympiada
g

. 3}

53" International Mathematical Olympiad
MAR DEL PLATA - ARGENTINA

53. ro¢nik Mezindrodni matematické
olympiady (IMO) se uskutecnil 4.-16. cer-
vence 2011 v Mar del Plata, po 15 le-
tech se tak soutéz vratila na jizni po-
lokouli, opét (a podruhé) do Argentiny.
Soutéze se zucastnilo 548 studenti ze 100
zemi péti kontinentii. Nechybéli zadni tra-
di¢ni tcastnici, poprvé se IMO zucastnila
Uganda.

Ceské druzstvo sestavené na zakladé
vysledkt tustfedniho kola kategorie A 61.
ro¢niku MO tvorili tito soutézici: Michal
Buran z GJAK v Uherském Brodé, Mi-
chal Kopf, ze SG v Opavé, Anh Dung Le
z G v Tachové, Jan Stopka z G v Brné, t¥.
kpt. Jarose, Martin Tépfer z G v Praze
7, Nad Stolou, a Josef Svoboda, z G ve
Frydlantu nad Ostravici. Vedoucim ces-
kého druzstva a zastupcem Ceské repub-
liky v mezinarodni jury byl Mgr. Martin
Pandk, Ph.D., z Ptirodovédecké fakulty
MU v Brné, jeho zastupcem a pedago-
gickym vedoucim byl RNDr. Pavel Cald-
bek, Ph.D., z Pfirodovédecké fakulty UP
v Olomouci. Kromé Ministertva skolstvi,
mladeze a télovychovy se na thradé ces-
tovného c¢eského druzstva jednou pétinou
podilel také Nadacni fond Karla Janecka
na podporu védy a vyzkumu.

Jednotlivé zemé odeslaly v dubnu néa-
vrhy tloh, organizatofi z nich 30 vybrali
a zaradili to tzv. Shortlistu. Vedouci dele-
gaci a dalsi ¢lenové jury prijeli do Argen-
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tiny jiz 4. Cervence. Seznamili se s Shortlis-
tem, béhem t¥i zaseddni z néj vybrali Ses-
tici soutéznich uloh, pfelozili ji do narod-
nich jazyku a pripravili bodovaci schéma.
Autorem paté vybrané tulohy je Josef Tka-
dlec, ktery jako byvaly tuspésny ucastnik
IMO (2008 bronzova medaile, 2009 stii-
brnéd medile) je nyni studentem MFF UK
v Praze. Soutézici se spolu s pedagogic-
kymi vedoucimi pfiletéli do Mar del Plata
8. Cervence a ubytovali se v Gran hotelu
Provincial pobliz plaZze v centru mésta.

Slavnostni zahdjeni 53. ro¢niku IMO
probéhlo den po pfijezdu vsech souté-
zicich v mistnim divadle. Na programu
byly uvitaci projevy organizatori a pred-
stavitelt Argentiny a slavnostni nastup
vSech zucastnénych druzstev. Novinkou
byl slavnostni slib vSech ucastnika a po-
radatelq, ze se budou fidit pravidly a du-
chem IMO, aby tato byla ¢estnou a spra-
vedlivou soutézi mezi mladymi matema-
tiky celého svéta.

Vlastni soutéz se konala tradi¢né ve
dvou soutéznich dnech (10. a 11. ¢ervence)
v reprezentacnich salech hotelu. Souté-
zici zde kazdy den fesili trojici priklada
po dobu 4,5 hodiny. Nasledujici tfi dny
mohli soutézici absolvovat poznévaci pro-
gram Mar del Plata. Mnoho soutézicich
ovsem dalo prednost hrani her, které or-
ganizatofi pripravili ve tfech salech ho-
telu, védomi si toho, ze v obdobi mistni
»zimy“ (primérna teplota mofe i vzdu-
chu 8 °C) se z prestizniho a boutlivého
primotského letoviska stava ospalé pro-
vinéni mésto. Zakovskd FeSeni mezitim
byla nezéavisle opravena vedoucimi jednot-
livych tymt a koordinatory, ktefi poté po
dva dny diskutovali o vysledném bodovém
hodnoceni jednotlivych tloh. Jejich sna-
zeni bylo zavrSeno zavéreénym zasedénim,
na kterém jury schvalila bodové hodno-
ceni, rozhodla o udéleni medaili, ¢estnych
hodnoceni a potvrdila organizitory Me-
zinarodni matematické olympiady v roce
2016 (Brazilie).
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Zavérecny den IMO se jiz tradi¢né ko-
nalo slavnostni zakonéeni olympiady spo-
jené s oficidlnim predanim medaili nej-
lepsim soutézicim. Absolutnim vitézem se
s plnym bodovym ziskem 42 bodu stal
Jeck Lim ze Singapuru. Po roce opét do-
Slo ke zméné v historickych tabulkéch,
kdy se do jejich cela dostal Teodor von
Burg ze Srbska, ktery béhem 6 tucasti
na IMO v letech 2007-2012 vybojoval
4 zlaté, 1 stfibrnou a 1 bronzovou me-
daili. V roce 2012 bylo rozdéleno 51 zla-
tych, 88 stribrnych, 138 bronzovych me-
daili a 148 Cestnych uznani. Je potésitelné,
ze vSichni CeSti GcCastnici ziskali nékteré
ocenéni. Anh Dung Le se ziskem 23 bodu
obsadil 85. misto a obhajil stfibrnou me-
daili z 52. IMO, Josef Svoboda (17 bod,
145. misto) ziskal medaili bronzovou a Jan
Stopka (12 bodt, 303. misto), Michal Bu-
ran, Martin Tépfer (oba 10 bodu, 351.
misto), Michal Kopf (8 bodt, 399. misto)
si odvezli Cestnd uznani za uplné feseni
alespon jedné tlohy. V pofradi jednotlivych
zemi obsadil Gesky tym (spolu s Armé-
nii a Kostarikou) 47.-49. misto se ziskem
80 bodu.

Zajemci o podrobnéjsi informace o pri-
béhu 53. ro¢niku IMO mohou ziskat
dalsi informace na oficidlnich strankach
53. olympiady: http://oma.org.ar/.

Dale uvadime texty vSech Sesti soutéz-
nich tloh 53. ro¢niku IMO. (V zévorce
za textem ulohy je uvedena zemé, kterd
ulohu do soutéze navrhla.)

1. soutézni den (10. 7. 2012)

1. Je dan trojahelnik ABC. Necht J
je stfed kruznice pfipsané ke strané BC
a necht M je bod jejiho dotyku s touto
stranou. Dale necht K a L znaéi po
fadé body dotyku této kruznice s pfim-
kami AB a AC. Prusecik primek LM
a BJ oznaCme F' a prusec¢ik pifimek KM
a CJ pak G. Dale necht S je pruse-
¢ik piimek AF a BC a kone¢né necht
T je prusecik pfimek AG a BC. Do-
kazte, ze M je stiedem tusecky ST. (Kruz-
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nice pfipsana trojuhelniku ABC' ke strané

BC' je kruznice, ktera se dotyka usecky

BC, poloptimky opac¢né k polopfimce BA

a polopfimky opaéné k polopfimce CA.)

(Recko)
2. Je déno celé kladné n > 3 a kladna
redlna az,as, ..., ay takova, ze

aga3 . ..an = 1. Dokazte, ze pak plati ne-

rovnost

(I+a2)?2(1+a3)®...(1+an)™ >n"

(Austrdlie)
3. ,Hra na chytrou hordkyni“ je hrou
mezi dvéma hrac¢i A a B. Pravidla hry za-

viseji na dvou kladnych celych cislech k

a n, kterd jsou znama obéma hrac¢ium.

Na zac¢atku hry zvoli hrac¢ A cela ¢isla x

a N,kde 1 <z < N, a z nich prozradi (po

pravdé) hrééi B pouze &islo N, ¢islo x si

neché pro sebe. Hra¢ B se nyni snazi ziskat
informace o ¢isle x kladenim otézek hraci

A. Muze pritom klast pouze otazky na-

sledujiciho typu: vybere libovolnou pod-

mnozinu S kladnych celych ¢éisel (muze vy-
brat i mnozinu, kterou jiz zvolil v nékteré

z predchozich otézek) a zeptd se hrice A

na to, zda ¢islo x lezi v S. Hra¢ B muze po-

lozit libovolné mnoho takovychto otéazek.

Na kazdou otédzku musi hraé¢ A okamzité

odpovédét, a to bud ,ano“, nebo ,ne“. Pfi

odpovédich vSak muze hra¢ A lhat, do-
konce libovolné mnohokrat; jedinym ome-
zenim je pouze to, aby mezi kazdymi jeho

k 4+ 1 za sebou nésledujicimi odpovédmi

byla alespon jedna pravdiva. Poté, co hra¢

B skon¢i s kladenim vSech svych otazek,

zada néjakou, nejvyse n-prvkovou, pod-

mnozinu X kladnych celych cisel. Pokud

¢islo x nalezi do mnoziny X, tak hra¢c B

vyhral, jinak prohral. Dokazte:

a) Jestlize je n > 2%, tak ma hra¢ B vy-
hravajici strategii.

b) Pro kazdé dostatecné velké celé kladné
k (tj. od jisté meze pro kazdé celé
kladné ¢&islo k) existuje &islo n > 1,995
takové, Ze neexistuje vyhravajici stra-
tegie za hrace B.

(Kanada)
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Ceské druzstvo pii zahajeni 53. IMO

2. soutézni den (11. 7. 2012)

4. Najdete vSechny funkce f:Z — Z,
pro které plati rovnost
f@?+ f(0)* + f(e)? =
=2f(a)f(b) +2f(b)f(c) + 2f(c) f(a),
pro libovolnd celd a, b, c¢ spliujici
a+ b+ c=0. (Z zna¢i mnozinu celych ¢&i-
sel.)
(Jihoafrickd republika)
5. Je dan pravouhly trojuhelnik ABC
s pravym uhlem u vrcholu C. Oznac¢me
D patu vysky z bodu C. Necht X je bod
uvnitt tsecky C'D. Ozna¢me K ten bod
na useéce AX, pro ktery |BK| = |BC|.
Podobné oznac¢me L ten bod na usecce
BX, pro ktery |AL| = |AC|. Déle necht
M je prusecik usecek AL a BK. Ukazte,
ze |MK|=|ML|.
(Ceskd republika)
6. Naleznéte vSechna celd kladna cisla
n, pro ktera existuji nezaporna celd éisla

ai,az,...,an takova, ze plati rovnosti
1 1 1
TTI ZT2 oot 2a7n =
1 2 n
T 3m ' 3ez T Ban
(Srbsko)
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Déle uvedme poradi nékterych zemi na
53. IMO (v zévorce je uveden celkovy bo-
dovy zisk a dale pocet zlatych, stiibrnych
a bronzovych medaili):

1. Korea (209 b., 6-0-0), 2. Cina (195
b., 5-0-1), 3. USA (194 b., 5-1-0), 4. Rusko
(177 b., 4-2-0), 5.-6. Kanada (159 b., 3-1-
2), Thajsko (159 b., 3-3-0), 7. Singapur
(154 b., 1-3-2), 8. Iran (151 b., 3-2-1),
9. Vietnam (148 b., 1-3-2), 10. Rumun-
sko (144 b., 2-3-1), 11. Indie (136 b., 2-
3-0), 12.-13. KLDR (128 b., 2-1-3), Tu-
recko (128 b., 1-3-2), 14. Tchaj-wan (127
b., 1-3-0), 15. Srbsko (126 b., 1-2-1), 16.
Peru (125 b., 0-3-2), 17. Japonsko (121 b.,
0-4-1), 18. Polsko (119 b., 0-2-4), 19.-21.
Brazilie (116 b., 1-1-3), Bulharsko (116 b.,
1-2-2) Ukrajina (116 b., 0-3-2), ... 47.-49.
Ceskd republika (80 b., 0-1-1), ..., 100.
Kuvajt (0 b. 0-0-0).

Nasledujici, 54. rocénik Mezinarodni
matematické olympiddy se uskutecni
18.—28. cervence 2013 v kolumbijském ka-
ribském pristavnim mésté Santa Marta.

Pavel Calabek
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Inovovana ptiprava budoucich uci-
teld matematiky, fyziky a informa-
tiky na Prirodovédecké fakulté Uni-
verzity Hradec Kralové

V ramci projektu Operacniho pro-
gramu Vzdélavani pro konkurence-
schopnost Evropského socidlniho fondu
»,Inovace studijnich oboru zajistova-
nych katedrami PrF UHK®, reg. ¢.
CZ.1.07/2.2.00/28.0118, jsou v soucas-
nosti na Pfirodovédecké fakulté Univer-
zity Hradec Kralové (P¥F UHK) inovo-
vany mimo jiné i uéitelské studijni obory
matematiky, fyziky a informatiky. Inovace
vy$e zminénych uditelskych oboru jsou
smeérovany tak, aby vyuka odpovidala sou-
¢asnym vysokym narokim na udéitelskou
profesi a potfebam trhu préce. Duraz je
kladen predevsim na didaktické predméty.
Jednim z hlavnich cili projektu je moder-
nizace prostfedkii a metod vyuky. Jsou
vytvareny nové studijni opory, z velké
Casti elektronické, vCetné e-learningovych.
Fyzikéalni laboratofe budou dovybaveny
modernimi zafizenimi mimo jiné i ex-
perimenty z jaderné fyziky. Studenti maji
v rdmci projektu moznosti absolvovat staz
v pramyslovych subjektech nebo i vyces-
tovat na staz na akademickou instituci do
zahranici.

Negativnim trendem soucasné doby je,
7ze nase obory trpi nedostatkem kvalit-
nich studentt v souladu s obecnym pokle-
sem zajmu o prirodovédné predméty. Sou-
Gasny systém vzdélavani budoucich peda-
gogl bohuzel neodpovidd dnesnim potte-
bam. Budouci pedagogové nejsou cilené
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pfipravovani na svoji praxi, a to zejména
v oblasti novych metod vyuky, modernich
didaktickych prostfedk a pomtcek, pre-
devsim pfi vyuzivani vypocetni techniky
ve vyuce. Naprava tohoto stavu se dopo-
sud, vzhledem k vybaveni a zastaralym
ucebnim planim vychéazejicich z pavodni
akreditace a studijnim materidlim, neda-
fila, jak vyplyva mimo jiné i z dotazniko-
vych prazkumu.

V projektu jsme nezapomnéli ani na vy-
ucujici PFF UHK. I oni dostavaji moznost
dalsiho odborného rastu ve svych oborech
a to zejména formou kurst dalsitho vzdé-
lavani ¢i moZnosti vycestovat do zahranici
na odbornou staz.

Projekt by mél studium na PiF UHK
zatraktivnit a prildkat tak kvalitnéjsi stu-
denty. V dusledku toho véfime i v po-
stupny ruast kvality vyucovani matema-
tiky, fyziky a informatiky na zakladnich
a stfednich skolach.

Jan Kriz
PiF UHK Hradec Kralové

Modularizace a modernizace studij-
niho programu pocatecéni pripravy
ucitele fyziky

Tym pracovnikti Katedry experimen-
talni fyziky Prirodovédecké fakulty Uni-
verzity Palackého v Olomouci v soucasné
dobé druhym rokem fesi projekt Modula-
rizace a modernizace studijniho programu
pocatecni pripravy ucitele fyziky, ktery je
podporovan opera¢nim programem Vzdé-
lavani pro konkurenceschopnost Evrop-
ského socialniho fondu.
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Zamér projektu

Studenti ucitelstvi fyziky maji ve stu-
dijnich planech predméty studijniho oboru
Fyzika, které jsou spolecné i pro studenty
odborného, neucitelského studia. K to-
muto pristupu doslo v obdobi rozdéleni
studia na studium bakalarské a navazu-
jici magisterské. Stavajici predméty tedy
nejsou koncipovany s ohledem na vzdeé-
lavaci potfeby studenta ucitelstvi fyziky
na zékladnich a stfednich skolach. Stu-
dium ucitelstvi je dvouoborové, tudiz stu-
denttiim se podstatné zvétsil obsah studo-
vanych predmétt jejich aprobace. Casova
dotace je rovnéz prilis vysoka. Tradicni
pfedmétovy pristup vzhledem ke kredit-
nimu systému neni optimalni. Proto po-
vazujeme za zasadni provést modularizaci
soucasného studijniho planu. V soucas-
nosti je provedena modularizace profesni
slozky pfipravy ucitele, takze tato modu-
larizace odborné slozky bude logicky nava-
zovat. V tomto projektu je vytvoren sys-
tém 10 povinnych modult, zahrnujicich
jak teorii, tak i seminafe a prakticka cvi-
éeni, v nichz dojde k obsahovym inovacim.

Nabidka nové vytvorenych 10 modult
napomiize feSit vzdélavaci potieby stu-
denti uditelstvi fyziky a pozadavky trhu
prace - zejména $kol, které poukazuji na
stale nedostacujici nabidku kombinované
formy studia uditelstvi fyziky na pfirodo-
védecké fakulté. S vyuzitim modula a je-
jich studijnich opor budou mit mozZnost
ziskat aprobaci k vyucovani fyzice v kom-
binovaném studiu. Tento modulérni pfi-
stup umozni i neaprobovanym uditeliim
fyziky doplnit si kvalifikaci. Stejné tak
umozni ucitelim s aprobaci pro zakladni
skoly ziskat aprobaci pro stfedni skoly.

Pfinos projektu pro cilové skupiny
Primarni pfinos pro cilové skupiny lze
spatfovat v tom, Ze studentim ucitelstvi
fyziky se modularizaci studijniho planu
zjednodusi orientace v tomto planu a stu-
denti vybér modulti budou provadét v sou-
ladu se svymi moznostmi a schopnostmi.
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V modulu budou tésné navazovat teo-
rie, seminafe a laboratorni cviceni. Bé-
hem semestru bude student koncentro-
vat pozornost na studium jednoho mo-
dulu a ne nékolika odlisnych predméta
jako doposud. Snizi se ¢asova néaroc¢nost
pro studenty v dusledku optimalizace po-
moci vytvorenych moduli. Vytvofené po-
pisy modult dle jednotné struktury vy-
mezily presnéji obsah moduli a poza-
davky na jeho ukonceni, coz usnadni stu-
dentim pfipravu na vyuku. Vysokoskol-
skym studentiim se zkvalitni vyuka vy-
uzivanim inovativnich pfistupd s vyuzi-
tim modernich vyukovych metod a alter-
nativnich zptsobt hodnoceni v modulech
véetné ICT. Vytvorené studijni podpory
k jednotlivym modultiim predstavuji velmi
dtlezitou podporu studia. Studenttim uci-
telstvi fyziky se zefektivni pfiprava na bu-
douci povolani zvysenim oborové didaktic-
kych a odbornych kompetenci. Lze oc¢eka-
vat sniZeni nedispésnosti studenti ve stu-
diu ucitelstvi fyziky. Studentskd portfo-
lia, vytvorena v pribéhu studia jako jedna
z moznosti alternativniho zpusobu hod-
noceni studenta v modulu, budou vyuzi-
telnd i ve vybérovych fizenich pii ziska-
vani pozic na trhu prace. Pfi vyuce se
budouci ucitelé seznami zaroven s moder-
nimi didaktickymi metodami a vzdélava-
cimi technologiemi, stejné tak jako s mo-
dernimi ucebnimi pomuckami a pristroji
pro vyuku fyziky.

Inovativnost projektu

Inovativnost projektu ma dosah v ob-
lasti strukturdlni, obsahové, procesualni
a materidlni. Predevsim jde o modula-
rizaci odborné slozky pocatecni pripravy
uciteli fyziky a jeji organické propo-
jeni s jiz provedenou modularizaci pro-
fesni slozky pripravy. Nové vytvorené mo-
duly obsahové budou inovované vzhledem
k stavajicim predmétim studijniho planu
v souladu s poznatky fyziky jako védy
a v souladu se vzdélavacimi potfebami bu-
douciho ucitele fyziky. V modulech je ma-
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ximalné vyuzito ICT a modernich vyuko-
vych prostifedki. Moduly zahrnuji v maxi-
malni mife interaktivni vyuku s podporou
ICT. Pfidanou hodnotou projektu je kva-
litnéjsi pocatecni vzdélani ucitelt fyziky,
vytvoreni novych podpurnych materiala
pro studenty a moznost otevieni kombino-
vané formy studia ucitelstvi fyziky. Vytva-
fené odborné a odborné didaktické kom-
petence usnadni vyuzitelnost absolventa
na trhu prace. Za pfidavnou hodnotu lze
také povazovat snizeni po¢tu netispésnych
studentt ucitelstvi fyziky a zvyseni zajmu
jektu lze nalézt na webovych strankach
projektu: http://www.mofy.upol.cz.

Tento clanek byl zpracovan s podpo-
rou projektu Evropského socidlniho fondu
a Ministerstva skolstvi, mladeze a té-
lovychovy Ceské republiky Modularizace
a modernizace studijniho programu poca-
tecni pripravy ucitele fyziky. Registracni
¢islo: CZ. 1.07/2.2.00/18.0018.

Danuse Nezvalovd
PrF UP Olomouc

Z HISTORIE

Sto let Bohrova modelu atomu

Roku 1897 oznamil J. J. Thomson na
zasedani londynské Royal Society objev
pranepatrné cCastice — elektronu — a na-
sledujiciho roku ptisel s predstavou atomu
jako homogenni koule kladné nabité latky,
v niz jsou rovnomérné rozlozeny elektrony.
Ernest Rutherford roku 1911 ovSem na za-
kladé pokusti prokazal, ze atom obsahuje
témér vSechnu hmotu soustfedénu v ja-
dre, kolem néhoz se pohybuji elektrony.
Podle klasické mechaniky se tu nabizela
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k dalsim tvaham jakasi paralela mezi slu-
necni soustavou a jejim miniaturnim mo-
delem — atomem. Rozdil obou soustav je
nejen kvantitativni, nybrz i kvalitativni.
Zatimco u planet jde vyhradné o silové
pusobeni gravitaéni, u atomu s nabitymi
Céasticemi pristupuje jesté sila coulombov-
ska.

Planetarni model atomu ale pfinasel
své problémy. Podle klasické elektrodyna-
miky naboj, ktery se pohybuje se zrych-
lenim, emituje zafeni. Takovym nabojem
je elektron pohybujici se s dostfedivym
zrychlenim, a presto nezari. Alespon ne
porad. Kdyby naopak zafeni z tohoto du-
vodu emitoval, bylo by jeho spektrum spo-
jité, a elektron by v duasledku ubytku své
energie spiralovité klesal, az by dopadl na
jadro. Atom je vSak stabilni, sice jako pla-
netarni soustava, ale z jiného divodu.

Balmerovo matematické reSeni po-
loh ¢ar ve spektru

Zatreni vodikovych atomi ve slunec-
nim svétle si poprvé povsimli Hagenbach
a Angstrom kolem roku 1853. Ve spek-
tru shlédli nékolik ¢ar, jejichz vinové délky
Angstrom zméFil: 656,30 nm, 486,16 nm,
434,07 nm 410,12 nm. Hagenbach byl pre-
svédCen, ze v téchto Cislech skrytd néjaka
vzajemna souvislost, nemohl na ni ale pfi-
jit, a proto svéril problém J. Balmerovi,
tehdy pusobicimu na stfedni skole v Basi-
leji. Ten zjistil, Ze ¢isla v sobé obsahuji
jakousi pevnou ¢ast 364,56 nm a dale jsou
velmi pfiblizné ,,odvoditelnd“ podle nasle-
dujicich vztahu:

9 32
656,30 = 364,56 - z= 364,56 [ ——— |,

32 _ 22
16 42
486,16 = 364,56 — = 364,56 | —— |,
12 42 — 22
25 52
434,07 = 364,56 — = 364,56 | — |,
21 52 — 22
36 62
410,12 = 364,56 - — = 364,56 | ———— |,
32 62 — 22
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Obecny vzorec pro vinovou délku ¢ary byl
podle Balmera
m2
m2 —22 |’

kde m = 3,4,5,6. Néjakych 30 let zu-
stala tato matematickd zajimavost nepo-
vSimnuta.

A = 364,56 - (

Bohrovo fyzikalni feSeni poloh éar ve
spektru

Na cesté k hledani stavby atomu mozna
Bohrovi pomohla ndhoda. Od roku 1911
byl na jakési stazi u J. J. Thomsona
v Cambridge s cilem dokon¢it u ného di-
sertaci. Thomson se Bohrovi nijak ne-
vénoval, coz ho mrzelo, a proto odesel
z Cambridge k E. Rutherfordovi do Man-
chesteru. Tam stanul tvari v tvar autorovi
tehdy nového modelu atomu. Rutherford
sdm v tuto dobu povazoval svij plane-
tarni model atomu za hypotézu, jez je sice
podpofena rozptylovym pokusem, avsak
neumoznuje vysvétlit problémy stability
atomu, coz je zasadni véc. Z pohledu kla-
sické mechaniky to nedokazal ani Bohr,
ale pfisel na to, ze touto cestou to opravdu
nepujde. To znamenalo vyznamné zménit
pohled na véc. Inspirace prisla odjinud.

Od roku 1900 do roku 1905 se kuptfedu
posunula teorie zafeni absolutné cerného
télesa. 14. prosince 1900 pronesl Maz
Planck prednasku O teorii hustoty energie
v normdlnim spektru (tiskem [1]). V ni za-
vadi do vztahu pro rozdélovaci funkci za-
feni konstantu h po ném pozdéji pojme-
novanou. Datum pifednasky oznacujeme
jako pocatek formulovani zacatkt kvan-
tové mechaniky. Druhym faktem, ktery
v tu dobu byl k dispozici, bylo vysvét-
leni fotoelektrického jevu A. Einsteinem
v roce 1905. I zde jiz je soucasti matema-
tického popisu jevu Planckova konstanta.

Bohrovi se Planckovy a Einsteinovy vy-
sledky hodily. Intuitivné vycitil, ze ca-
rové spektrum muze byt disledkem sko-
kového vyzarovani energie. Na samém za-
¢atku své prace o chovani elektront v ato-
movém obalu [2] piSe: ,A{ uZ nakonec
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zmeéna pohybovych zdkonu elektronu do-
padne jakkoli, zda se byt mevyhnutelnym
zavést do téchto zdkonu velicinu, kterd je
cizi klasické elektrodynamice, totiz Planc-
kovu konstantu.“ Jinak feceno: Ma-li byt
vyzafovani ve spektru skokové, musi byt
skokovy i pfechod mezi trajektoriemi elek-
tronu, a to ne libovolnymi, nybrz néjak
pevné uréenymi. Pfi prechodu elektronu
z drahy vzdalenéjsi na drahu blizsi ja-
dru se emituje bali¢ek (kvantum) ener-
gie v nasobcich hv, pro prechod elektronu
ve sméru opa¢ném je potfeba toto kvan-
tum energie dodat. ,Zavedenim Planc-
kovy konstanty se problém stability elek-
tronového obalu podstatné méni, nebot
tato konstanta md takovy rozmér a veli-
kost, Ze spolu s hmotnosti a nabojem éas-
tic muze vést k délce poZadovaného Tadu
velikosti [atomu — 1071° m].“ Kupodivu
hodila se i balmerovska matematicka for-
mule. ,, V okamziku, kdy jsem vidél Balme-
ruv vztah, bylo mi vse jasné“, pise Bohr.

Vysledky Bohrovy préace vstoupily do
fyziky v té nejstrucnéjsi podobé jako tii
postulaty:

I. V atomu existuji jen urcité stacio-
narni orbity elektroni, na nichz elektron
neemituje zareni. Tyto drahy jsou charak-
terizovany hlavnim kvantovym cislem n.

II. Poloméry drah (orbitt) jsou nésob-
kem h/2m.

IIT. K emisi zafeni dochéazi pouze pii
prechodu ze stabilni drahy s vys$si energii
na stabilni dréhu s nizsi energii.

Pro vlnoéty (1/\) Balmerovy série na-
lezl vztah

1 1 1
Z-R(= -2,
A (22 n2>

kde R je Rydbergova konstanta a n =
= 3,4,5,... A co vic, zobecnéni vztahu

na tvar
1 1 1
Z=R(—-—=),
A (m2 n2)

z néhoz pro m = 1,3,4 a 5 plynou vl-
nocty pro dalsi série spektrélnich ¢ar (Ly-
manovu — objevena 1914), Paschenovu
(1908), Brackettovu (1922) a Pfundovu
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(1924)), lezici v infra-, resp. ultrafialové
¢asti vodikového spektra. Série Bracket-
tova a Pfundova byly skutecné pozdéji
objeveny a dobfe zapadaly do Bohrova
schématu. Pravé uvedeny vztah umozio-
val také vypocet Rydbergovy konstanty
ze zméfenych vlnovych délek. Toto ude-
lalo na Einsteina velky dojem, nebot at
se s Bohrovou teorii nemohl ztotoznit, vy-
pocet presné hodnoty konstanty nemohla
byt nahoda.

Problémy nekondéi

Bohrem postulované diskrétni stavy
elektroni v obalu byla v souladu s ex-
perimentdlnimi zjisténimi (atom byl sta-
bilni, vyzafoval jen za urcitych podminek,
jeho spektrum bylo ¢arové). Presto z jeho
konstrukce chovani elektronu ve vodiko-
vém atomu Cisela jakasi smés klasické me-
chaniky (urceni charakteristik obé&znych
drah) a kvant (jen urcita frekvence za-
feni a jen uréité drahy). Na to E. Ru-
therfod hned Bohra upozornil v dopise
z 20. brezna 1913: ,...smés Planckovych
ideji a staré mechaniky velmi komplikuje
pochopeni toho, co je vlastné skuteénym
zékladem tohoto pojeti.“ Da&le namital
zhruba toto: Jak miize elektron védét, ja-
kou frekvenci ma kmitat a kde se ma pfi
sestupu zastavit?

Vaznym nedostatkem Bohrovy teorie
bylo také to, Ze nebyla tspésna pii popisu
atomu s vice elektrony, poéinaje heliem?.

Bohr kritiku vnimal jako opravnénou.
Nedokéazal sice jit dale, ale tusil, ze cesta je
spravna. ,Zacindm vérit, ze v tomto pro-
blému stojime pred mimofadné velkymi
obtizemi, které mizeme zvladnout jen tak,
ze ustoupime od nasich béznych predstav
jesté dale, nez jsme to museli ucinit do-
posud...*“ V tomto duchu Bohriv model
inspiroval. Pfedevsim vedl k pozdéjsimu
nezbytnému chapani elektronu jak castice
i jako viny. De Broglie nalezl jeho vilnovou
délku na orbité, J. Franck a G. Hertz zna-

mym pokusem z roku 1914 dokazali ener-
getické skoky elektronu mezi urcitymi hla-
dinami.

Co na to Einstein a jini

Niels Bohr tvrdé zasahl zakony klasické
fyziky, avsak nijak je nenahradil zakony
novymi, obecnéjsimi, nybrz postuloval. To
samoziejmé A. Einstein citil: ,,jakoby ndm
zmizela puda pod mohama a nikde ne-
bylo vidét pevnou pudu, na niZ by bylo
mozné stavét. Vidy se mi zddlo zdazrakem,
Ze tento rozhoupany a rozporuplny zd-
klad postacil k tomu, aby dovolil Bohrovi,
clovéku s genidini intuict a presnym ci-
tem, najit hlavni zdkony spektrdlnich car
a elektronovych slupek atomu.“ 7Z osob-
niho setkani s Einsteinem v roce 1920
v Berliné Bohr nabyl dojmu, ze Einstein
stav novych fyzikalnich pohledd chéapal
jako nedefinitivni a predvidal, ze sporné
otazky budou pfedmétem mozna dlouho-
dobého fyzikdlniho vyzkumu.

Bohr nebyl zadny dogmatik. , Mys-
lenky, které wvyslovuji, nesméji byt cha-
pdny jako tvrzent, nybrz jako otdzky“, re-
agoval.

Jesté v roce 1913 Bohrovi blahopral
A. Sommerfield. Odhadoval, Ze Bohrova
prace Casem dozraje a stane se velkym
meznikem v teoretické fyzice. Byl to on,
kdo na Bohra bezprostfedné navazoval.

Do skupiny tvrdych odptrct patfili
ptedevsim M. von Laue, lord Rayleigh,
W. H. Bragg, zpoc¢atku také J. J. Thom-
son a M. Born. Otto Stern dokonce vyhro-
zoval, ze zanecha fyziky, je-li na Bohrové
teorii néco pravdivého.
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clovéka.

Frantisek Jdchim

Eugen Goldstein — objevitel kanalo-
vych paprskt

Eugen Goldstein (1850-1930)

V déjinach fyziky se stavéa, ze intenzivni
snaha objasnit néjakou zdanlivé nepatr-
nou nesrovnalost ve stavu poznani nebo
vysledcich naméfenych udaji muze pfi-
spét k zasadné novému ¢i hlub$imu po-
hledu na pfirodni jevy. K takové situ-
aci doslo ke konci devatenactého stoleti,
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kdy pfiroda vyslala hned nékolik signald
z nitra hmoty v podobé tajuplnych pa-
prskt. S jejich objevem a studiem vlast-
nosti je spjato také jméno pozapomenu-
tého némeckého experimentalniho fyzika
zidovského puvodu Fugena Goldsteina.

Vse zacalo objevem tzv. katodovych
paprski, coz je termin, se kterym se dnes
jiz témér nesetkdvame. Tyto paprsky se
objevuji v silné vycerpanych sklenénych
trubicich se zfedénym plynem, do nichz
jsou zataveny dvé elektrody pod vyso-
kym napétim. Paprsky vychéazeji z katody
a projevuji se mihotavym svétélkovanim
plynu. Dnes se uplatnuji v nejriznéjsich
vybojkéach, rentgenovych lampéach i tele-
viznich obrazovkach. Za jejich objevitele
v letech 1858/1859 je povazovan némecky
matematik a fyzik Julius Pliicker, plso-
bici na univerzité v Bonnu. Ten zaroven
zjistil, Ze tyto ,svételné sloupce“ lze vy-
chylovat magnetem. Po ném celé fada ba-
datelti méné ¢i vice znamych jmen (J. W.
Hittorf, G. H. Wiedemann, W. Crookes,
J. H. Geissler, C. F. Varley, H. Hertz, P.
Lenard, W. C. Rontgen) s katodovymi pa-
prsky experimentovala a postupné odhalo-
vala jejich dalsi a dalsi vlastnosti.

Do této rady patii také protagonista
naseho vypravéni Eugen Goldstein. Naro-
dil se 5. zafi 1850 v hornoslezském Gleiwi-
tzu (dnes Gliwice, Polsko) v nezdmozné
zidovské rodiné. Presto kratce studoval
na univerzité ve Wroslavi a pak v Ber-
liné u jednoho z nejvyznamnéjsich svéto-
vych fyzikii a mezinarodné proslulého ko-
ryfeje némecké védy Hermanna von Hel-
mholtze (mezi jeho studijni kolegy patfili
mj. M. Planck, W. Wien & M. I. Pupin).
V roce 1881 zde obhajil doktorskou praci
a od roku 1888 po cely zivot piisobil jako
asistent a pozdé&ji (1927) vedouci sekce as-
trofyziky na berlinské a postupimské ob-
servatofi. Pfi studiu vedeni elektrického
proudu v plynech a fluorescence latek vy-
uzival od roku 1898 svoji soukromou la-
boratofF, coz byla tehdy rarita.
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Zemfel jiz v dusné politické atmosfére
antisemitismu a utokt na ,zidovskou fy-
ziku“ v Berliné 25. prosince 1930 a byl po-
hiben na hibitové Weissensee (pro zajima-
vost — druhém nejvétsim zidovském hibi-
tové v Evropé, s rozlohou 42 ha, ktery za-
zrakem témér neznicen prezil éru nacismu
i spojenecké bombardovani koncem druhé
svétové valky).

Pri svych pokusech Goldstein zjistil, ze
katodové paprsky (kathodestrahlen) vy-
stupuji kolmo z povrchu katody a ne-
zaviseji na materidlu, z néhoz je zhoto-
vena. To by znamenalo, Ze jde o proud né-
jakych univerzalnich ¢astic vychézejicich
z nitra atomu. Protoze vSak castice mensi
nez atomy nebyly tenkrat znamy — a také
o samotné existenci atomu stale panovaly
pochybnosti — povazoval Goldstein kato-
dové paprsky za elektromagnetické viny;
obdobny nazor zastavali i dalsi vyznamni
némecti fyzikové H. Hertz a G. H. Wiede-
mann. Byl také vlastné prvni, kdo v roce
1876 pouzil nazev ,katodové paprsky“ na-
misto tehdy uzivaného terminu ,,doutnavé
svétlo“.

V roce 1886 Goldstein ponékud upra-
vil vybojovou trubici a zjistil, ze smérem
od anody ke katodé vyletuji dalsi paprsky,
prochézejici otvorem (,kandlem“) v per-
forované katodé a pohybujici se dal az ke
stinitku, kde vyvolavaji svétélkovani. Tyto
nové paprsky (kanalstrahlen) nazval ka-
nalové neboli anodové. Jejich rychlost za-
visi na vlozeném napéti; jde o proud c¢as-
tic (kladnych ionti) ziskanych z plyni.
Zapsal se tak do historie atomové teorie
a objevu subatomérni ¢astice protonu, byt

byly (a jsou) jeho vcelku moderni nazory
Siroce ignorovany.

V ramci svych praci v oblasti astro-
fyziky Goldstein vyuzival také vybojky
s katodovym zarenim k vyzkumu komet
a modelovani jejich ohonid. Se svym nad-
Fizenym, feditelem berlinské hvézdarny
W. Foerstrem, o tom otiskli v roce 1897
v Zeitungen zpravu pod titulem: ,Né&-
mecka véda triumfuje“. Odrazi to tehdejsi
situaci, kdy na jedno z prednich mist ve
fyzikalnim vyzkumu se dostalo Némecko,
které rychle dohéanélo zpozdéni za Ang-
lii a Francii. Jinak Goldstein publikoval
malo, protoze jako pozdéji Rontgen pat-
fil k tém fyziktm, ktefi prezentaci nebo
dokonce popularizaci védeckych vysledka
odmitaji kvili riziku nespravného zjedno-
duseni nebo Spatného porozumeéni.
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