V této easti seridlu jsme dukladni rozebrali algoritmy tifrovani pomoci
nikolika vybranych snadnych transpozic. K zapisu programu jsme zvolil
skriptovaci jazyk JavaScript, jednak pro jeho dostupnost a jednak po jeho
syntaxi, ktera je velmi podobna syntaxi liroce rozligeného programvaciho
jazyka C. V pgiltich eastech se sezndmime s daltimi transpozieniaiirami
a také s postupy jejich luttini.
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Elanok prezentuje model padu éloveka vo vzduchu, ktorého Géelom
je zisti», éi je mo¥ané pri pade dosiahnu» nadzvukovi rychlos». Mbdge
zalo¥seny na numerickom rieteni pohybovej rovnice Eulerovou meaiéu
v Exceli. Princip rietenia a jeho implementécia st pahko pochoguné u¥s
na Urovni gymnazia. Programovanie nie je pou¥ité. ©tudenti pri vytvaani
modelu ziskaju nové zruénosti v praci s tabupkovym kalkulatorom a na
vedomosti z danej problematiky.
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MS Excel ako nastroj fyzikdlneho modelovania

Ueitelia objavili edukaeny potencial tabupkového kalkulatora u¥s paé
atkom osemdesiatych rokov (treba vedie», ¥%e prvy tabupkovy kalkuldt
VisiCalc bol vytvoreny v roku 1979 prave s ciepom zefektivni» tadium,
a to ekondémie a obchodu [1]).

Tabupkovy kalkulator dovopuje pou¥siva» problémové a heuristické me
tédy, ktoré su blizke talentovanym %ziakom. Len 1pecialne aplikacie wyo-
rené vo vyvojovych prostrediach ponukaju rovnaké schopnosti pre aaly-
zovanie vedeckych problémov. Vytvori» takato aplikaciu, napr. v progredi
Delphi, je pre talentovanych ¥siakov motivaciou zlepli» si svoje mgrama-
torské zruenosti; bohu%iiay, ide o éasovo naroény proces. Problémreloy
ltadia programovania kvoli mo¥anosti pou¥siva» poeitaé ako vyskumny na-
stroj je mo%ané vyrieli» jednoducho pou¥sitim tabupkového kallétbra ako
néstroja na modelovanie.

Kym ziska» vystup pomocou programovania je v kratkom éase proble-
matické, numericky model systému je mo¥né v tabupkovom kalkulatore
vytvori» takmer okam3iite. Pou¥sivatep mé¥ae hnei pristlpi» k vyletm
niu skimaného systému a nestraca» eas programovanim. Preto, ak ciepom
vyuéby nie je samotné programovanie, ale pochopenie suvislosti spatyc
s istym javom a prejavujlicich sa zmenou hodn6t istych veliéin nap v ease,
potom tabupkovy kalkulator by mal by» na prvom mieste v zozname mo¥a-
nych nastrojov [1].

Schopnos» kreslenia interaktivnych grafov spolu s analytickymi nasoj-
mi, ktoré Excel obsahuje, ho preduréuji pre objavné, problémové,
pinquiryy a iné pristupy k tudiu matematiky a prirodnych vied, ale nielen
ich. Tvorba interaktivnych modelov a vedecké badanie s dole¥.itg moti-
vaenymi faktormi i pri tadiu informatiky [2]. Za podmienky, ¥%e je tuden-
tom poskytnuta patriena podpora, vedia si tito rychlo osvoji» zruénosti
a vedomosti potrebné pre vytvorenie takychto modelov a nésledne pou
Y4i» tabupkovy kalkulator pre modelovanie naprieé predmetmi. Priygva-
rani modelu ziskavaju tudenti nové zruénosti a vedomosti niele v praci
s tabupkovym kalkulatorom, ale simultdnne postupne leptie chapu danu
problematiku. To robi tabupkovy kalkulator kpiéovym komponentom kon-
truktivistického tudia matematiky, informatiky a prirodnyc h vied.

Tento elanok prezentuje jednu aplikaciu vytvorend v Exceli, ktora mo-
deluje pad eloveka z vepkej vytky v atmosfére za Geelom zisti»,jéimo¥ané
pri pade dosiahnu» nadzvukovu rychlos». Ide o problém na drovni, kira
je typicky pova¥.ovand za univerzitnd. Viaka pou¥itiu Eulerovej netédy
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rietenia diferencialnych rovnic v Exceli je problém pahko rigtepuny u¥ na
gymnaziu. laltie nastroje IKT, ktoré tudenti vyu%4ija pri praci st (mi-
nimalne) Internet na ziskanie informacii, textovy editor pre vypracovanie
dokumentécie a prezentaény program. Projekt vychadza z élanku [3], kel
je analyzovany legendarny zoskokl .W. Kittingera z vy!ky 31 300 m.

Projekt je podporeny nedavnym skokom Felixa Baumgartnera z re-
kordnej vyiky 39 045 m.

Problém dosiahnutia rychlosti zvuku pri pade éloveka vo vzdu-
chu

©estnasteho augusta 1960 uskutoenil kapitan USARKoseph W. Kit-
tinger svoj legendarny zoskok z héliového baléna Excelsior Il z vylky
31 300 m. Vo vy'ke 27 400 m dosiahol rychlos» 274 m/s, éo je viac ako
0,9 rychlosti zvuku v danej vy'ke. Kittingerova hmotnos» bola 142 kg,
spolu s trojstupoovym padakovym systémom, zaznamovymi pristrojm
a pristrojmi na pre%itie. Kvoli nafiGknutému pretlakovému obleku padal
akoby sediac v kresle, najprv na pravom boku, potom na chrbte [4]. Vy-
skytli sa dva problémy {{ Kittingerova prava ruka znaene opuchla kvoli
zlému tesneniu rukavice, a od 27 400 m do 21 300 m mal va¥ne dychacie
problémy kvéli tomu, %e obruba, ktorou sa prilba pripaja k obleku, théila
na jeho hrdlo. Ciepom zoskoku bolo demonitrova», %.e vojenski pilofitv
kovych lietadiel mé%e pre¥.i» aj po zoskoku z vytok okolo 30 km. Ide o &y*
50 rokov stary rekord, éo sa tyka vyky, maximalnej rychlosti a trvania
padu. Niektoré zdroje uvadzaju, ¥e Kittinger dosiahol rychlos» 319 m/s,
€0 by bola v danej vy'ke nadzvukova rychlos».

©trnasteho oktébra 2012 uskutoénil rakusky odva¥iivec Felix Baum-
gartner v Novom Mexiku podobny zoskok. S pomocou najnovlej techniky
sa mu podarilo prekona» parametre Kittingerova zoskoku. Baumgartner
vyskoéil z vytky 39 040 m a dosiahol rychlos» 373 m/s, €0 je 1,24 nasobok
rychlosti zvuku. Skokan padal dole hlavou v ipecidlnom obleku s rukami
a nohami vystretymi dozadu do tvaru pismena pVy. Ako uvidime Talej,
je to jedna podmienok, aby elovek vopne padajici vo vzduchu dosiahol
nadzvukovu rychlos».

US Standard Atmosphere 1976

Jednym z vedeckych modelov atmosféry je US Standard Atmosphere
[5]. Vlastnosti jej prvych troch vrstiev do vy'ky 32 km su uvedené v ta-
bupke.
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Vrstva Vytka Hustota Teplota | Teplotny Rychlos» Nazov
nad morom prirastok zvuku
b Zp (m) % (kg/m 3) | Ty (K) Ly (K/m) cp (M/s)
0 0 1,225 288,15 0,0065 340,29 | Troposféra
1 11 000 0,36391 216,65 0 295,07
2 20 000 0,08803 216,65 0,001 295,07 | Stratosféra
3 32 000 0,01322 228,65 0,0028 303,13

Teplotny prirastok Ly je konitantny v ramci vrstvy b. Hustota %, tep-
lota Ty, a rychlos» zvukuc, platia pre spodok z, vrstvy b. Hustota %z),

Z, Z Zp+, je dana alternativne rovnicami
%= %[1+ Lp(z zp)=Tp] (T-o*D; 1)
%= %e (2 2)7To). ¥

kde = gM=R,R =8;31432Jmol ! K ! je molarna plynova konitanta
aM =28;96461kg kmol ! je kilomolova hmotnos». Rovnica (1) plati pre
vrstvy b=0a b= 2, kde Ly, 6 0, rovnica (2) plati pre vrstvu b= 1, kde
Lb =0.

Teplota T(2), zvb Z Zp+1, je dana rovnicou

T=Te+ Lo(z z): 3)
Rychlos» zvukuc(z), z, z  zp+1, j€ dana rovnicou
c= Cbp 1+ Lp(z 2zp)=Tp: 4)
Tia¥sové zrychlenigy(z) je dané rovnicou
2
9=t rorf: = (5)

kde go = 9;80665m s je tia¥sové zrychlenie pri morskej hladine ag =
= 6356 766 m je efektivny polomer Zeme.

Poznamka
Rovnica (5) je pahko odvoditepnd u% v 1. roéniku gymnazia [6].
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Matematicky model vouného padu vo vzduchu a Eulerova me-
téda

®iaci v strednych kolach vo fyzike v prvom roeniku preberaju voun
pad. Pre mo%ného budlceho fyzika je dos» demotivujlce, kel sa narici
hodiny dozvie, ¥%e prezentovana zaujimava tedria plati najbli3etina Me-
siaci, nakopko jej hlavny predpoklad, vakuum, je v pozemskych podran-
kach nesplnitepny.

Jednou mo¥nos»ou, ako vyrieli» tento problém, je vytvori» numerigk
model vouného padu vo vzduchu zalo¥eny na Eulerovej metéde rigte
diferencialnych rovnic. Princip tejto metddy je pahko pochogiepny u¥ na
urovni prvého roénika gymnazia, kde sa na fyzike preberaju ni3¢tuvedené
vzorce s tym, ¥%e pripadné zmeny premennych (indikované symbolom)
by mali by» nekoneéne malé.

Na teleso hmotnosti m pbsobi v tia¥aovom poli Zeme smerom nadol
tia¥sova sila

Fc = mg: (6)

Vo vzduchu pésobi smerom nahor sila odporu vzduchu [6]

Fo = 0;5CS%¥:; (7)

kde S je maximalne plocha prierezu telesa kolmo na smer pohybuje
hustota vzduchu, v je rychlos» aC je koe cient odporu vzduchu, ktory
zavisi od tvaru telesa.

Ak je rychlos» podzvukova, €o je menej ako 0,8 rychlosti zvuku (Mach
0,8), potom C je konitanta, t. j. nezavisi od rychlosti. Ak je rychlos»
transsonickd, eo je medzi Mach 0,8 a 1,2, potor@ prudko rastie. Vysledna
sila je

F=Fs Fo (8)

Plati, %eF = ma, kde a je zrychlenie dané vz»ahoma = v= t, kdet
je eas. Po dosadeni dostavame

m—\tl =mg 0,55C%¥; 9)

€0 po Uprave dava kuueovy vz»ah

o 9 05SCo%d

> (10)
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Rychlos» v éasé = 0 s je nulov4, t. j. v(0) = 0. Rychlos» v(t) je potom
dané rovnicami

g 0,5SC%¥
v+ 7
m

V= t; v()=0; (12)
kde v na pavej strane je pnovéy a v na pravej strane je pstarévy.

Plati, % z = v t. Nechh je vy*ka v éaset =0 s, t. j. z(0) = h.
Vyika z(t) je potom

z=2z Vv tz(0)= h: (12)

Nechtmax je doba padu an je poéet deliacich bodov intervaluhD; tyax i -
Potom t = tphax=n.

Uvedeny postup rielenia je aplikovatepny na akykopvek problém dany
diferencialnou rovnicou 1. radu alebo ich systémom. Hlavnou podmierdu
pre to, aby bol model dostatoéne presny je, aby interval nezavisle gmen-
nej (zvyéajne éas) bol rozdeleny na vepky poéet podintervalov talkaby sa
ich da¥ska pribli%zovala nule. Vtedy sa podiel diferencii blidérivacii. Tabu-
pkovy kalkulator ja ide&lnym prostredim pre implementéciu tohto madelu,
a to bez programovania a v interaktivnej podobe, €0 umo¥0uje tudeam
experimentova» so vstupmi, vyletrova» spravanie sa systému ais» hra-
niené alebo limitné pripady. Je to zaujimavy spdsob uvedenia tdentov
do poeitaéového modelovania ako oblasti aplikovanej informatiky.

Implementacia matematického modelu v Exceli

Rielenie Ulohy v Exceli Eulerovou metédou je transparentné a nev§ia-
duje programovanie. Aplikcia je na obrazku 1. Je pou%4itych 5000 deliacich
bodov.

Biele bunky obsahuju vstupy:

C4- efektivny polomerry Zeme,

C5- tia¥ové zrychlenie pri hladine morago,

C6- poéiatoena vylkah,

C7- stein plochy S a koe cientu odporu C,

C8- hmotnos»m,

F4 - d&3.ka easového intervaliyay ,

F5 - poéetn deleni,

14:18 - parametre vzduchuz,, %, Ty, Ly, Cp pre dand vrstvu atmosféry,
L4:L5 - konitanty R a M.
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Mach m/s match vmax matchz=0
| 6356 766|m toax | 1755 0]m R [ 8.31432|u/(mol k) [Vinax [N0:29] 588

m/s’ | n 5000 1.226|kg/m’ | M_|0,02896461 |kg/mol | vim |
At s 288,16|K B miK

-0,0065|K/m interpolation

z (m)
12000

10000
8000 1---
6000
4000
2000

0

0 2 50 75 100 125 150 175

Obr. 1

©edé bunky obsahuju vzorce:
F6 =F4/F5

L6 =C5*L5/L4,

B27:H5027{ poeitany model

S0 v nich nasledovné vzorce, (v zatvorke je uvedené éislo prishgj rov-

nice):

B27 =0,

C27 =0,

D27 =C6,

E27 =$I$5*(1+$I$7*(D27-$1$4)/$I1$6)" (-$L$6/$1$7-1) 1)
F27 =$I$8*SQRT(1+$1$7*(D27-$1$4)/$1$6) 4
G27 =C27/F27,

H27 =$C$5*($C$4/($C$4+D27))" 2 (5)
B28 =B27+3$F$6;

C28 =C27+(H27-0.5*$C$7/$C$8*E27*C27*C27)*$F$6 (11)
D28 =D27-C28*$F$6 (12)

Vzorce v bunkdchE27:H27a B28:D28sU skopirované nadol a¥s po riadok
5027.

V bunkach G27:G50270 poéitané relativne rychlosti vzhpadom k rych-
losti zvuku pre dané delenie intervalub; tyaxi .
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Maximalna relativha rychlos» je v bunke O4 vypoéitana vzorcom
=MAX(G27:G5027)

Zodpovedajlca rychlos» je v bunkéP4. Je najden& nasledovne: bunka
R4 obsahuje funkciu =MATCH(04;G27:G5027;D)ktora odhora prehpada
bunky G27:G5027a vrati poradové éislo maxima (vii. O4na zaéiatku a 0
na konci argumentov), t. j. v kopkej bunke je maximum, poéitajuc 1 pe
G27 2 pre G28 ati.

V bunke P4je funkcia =OFFSET(C26;R4;0;1;1), ktora vrati obsah jed-
nej bunky (vii. 1, 1 na konci argumentov) posunutej od bunky C26 nadol
0 hodnotu danu v bunke R4 a vpravo o 0. Funkcia teda vrati hodnotu
rychlosti nachadzajucu sa v tom istom riadku, v ktorom sa nachadza ma-
ximum relativnych rychlosti (teraz st to bunky G601a C60J.

Aplikacia na obr. 1 modeluje vouny pad v troposfére (vytka do 11 km).
V tomto pripade ma zmysel uva¥sova» o rychlosti dopadu.

Rychlos» dopadu je poéitana v bunkaciT4:U6. V bunke T4 je funkcia
=MATCH(0;D27:D5027;-1) ktora prehpada bunkyD27:D5027a vrati po-
radové éislo vyky, ktora je rovna nule alebo je najmentia kladna(vii. 0
na zaeiatku argumentov a 1 na ich konci).

V bunke T5je funkcia =OFFSET(D26;T4,;0;1;1), ktora vrati tato vy*ku.
Plati, %e je to odhora posledna nezdporna vytka.

V bunke U5 je funkcia =OFFSET(D26;T4+1;0;1;1), ktora vrati nasle-
dujdcu vytku, pre ktori potom plati, ¥%e je to prva zaporna vy'ka.

Tym sme v bunkach T5 a U5ziskali posledni nezaporna a prva zapornu
vylku.

V bunkéch T6a U6su funkcie=OFFSET(C26;T4,0;1;1) a=OFFSET(C26;
T4+1;0;1;1) , ktoré vratia hodnoty rychlosti zapisané v tychto riadkoch,
t. j. rychlosti v poslednej nezapornej a prvej zapornej vylke.

Rychlos» pri dopade, t. j. kei sa vytka rovné nule, je vypoéitana vbunke
P5interpolaenym vzorcom =T6-(T5-0)/(T5-U5)*(T6-U6)

Vypoéitana hodnota 53m s ! (= 191km h ') je rychlos», ktorou
by dopadol dany élovek na zem. Pre vouny pad v stratosfére (vy'ka nad
11 km, obr. 2 { 4) nem& zmysel uva¥.ova» o rychlosti dopadu.

Poznamka
Nakopko bunkyR3:U7obsahuju len pomocné funkcie a vzorce, je vhod-
né ich obsah presuni» vpravo do oblast/3:W7a stapceV:Wskry».

5 Analyza problému
Aplikacia s datami pre Kittingerov zoskok je na obr. 2.
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Mach _m/s _ match vmax
=1

T, |6 356 766]m o | B0|s z; | 20000|m 274]
g | 980865/ms® [ n [ 5000 p2 | 0,08803(kg/m’

h 31 300|m At s T | 21665|K
sC 083|m’ L, | 0001[Kim
m 142[kg [ 295 07 |mis

vic (M) z (m)
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o 30000

08 25000
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Obr. 2

Menime hodnotu parametraSC dovtedy, kym maximalna rychlos» nie
je 274m &, Dostadvame SC = 0;83n?. Pre vzpriameni osobu plati
C 1{1;3 [7]. Kittinger padal na boku a potom na chrbte, akoby sediac
v kresle, na chrbte s paddkom a pristrojmi. AKC 1, potom dostavame
S  0;83n?. Ak by sa hodnota C poéas transsonického letu (rychlos»
nad Mach 0,8; zhruba medzit = 30s a 55 s) zvaeélila naC  1;3, potom
S 0,647, éo je elte prijatepné. Tato verziu padu je mo¥na.

Z obr. 3 vidie», ¥e pre dosiahnutie maximalnej rychlosti 319 ms{*
(Mach 1,08) by muselo plati»SC = 0;46m?. Ak C 1,0, potom S =
= 0;46n?, ak C 1,2, potom S = 0;38n? a ak C 1;3, potom
S =0;35m?. Hodnoty plochy S st prilit malé. Je vyliéené, aby Kittinger
dosiahol tdto rychlos».

Mach m/s

To_|6 356 766|m z, | 20000|m R [ 831432|J/(mol.kg) [Vemax [ 1508|319
g | 9.80865|m/s® p2 | 0,08803kg/m’ | M _[0,02896461 |kg/mol
h 31 300|m T | 21685|K miK
sC 0,46|m’ L, | 0001|kim
m 142)kg 2 295 07 |mis
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Obr. 3
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Obr. 4 znazorouje, ¥e pre dosiahnutie rychlosti zvuku (Mach 1) by
muselo plati», %e&C = 0;62n?. Ak C 1,0, potom S = 0;62n?, ak
C 12, potomS =0;52m? aakC 1,3, potom S = 0;48n?. | tieto
hodnoty S su prilit malé pre Kittingerov spésob padu. Mo¥anos», ¥%e by
Kittinger bol mohol dosiahnu» rychlos» zvuku, je v podstate vyluéena.

Mach _m/s _ match vmax

o |6 356 766|m O 60]s z; |_20000|m R 8,31432]J/(mol.kg) [Vemsx | 1,00] 2961
g | 980865ms* | n [5000 p2 | 0,08803kg/m® | M_|0,02896461|kg/mol

h | 31300/m At [0012]s T, | 21685|K B _|DL0GA1B344| miK
sC 062|m? Lo | 0,001[kim
m 142|kg ¢ | 29507|mfs

vic (M) z (m)

il 35000
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09 30000

08 25000
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06 20000

05 15000

04

03 10000

02

; 5000

oy ) )
00 0
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Obr. 4

Kvalitativne iny pripad ale nastal pri zoskoku Felixa Baumgartnera,
ktory padal dole hlavou, s rukami a nohami natiahnutymi dozadu
a s vhodne tvarovanym nakladom. Pre takyto systém pohybujlci sa pod-
zvukovou rychlos»ou plati, %€ < 1, tak3e hodnotaC 1 je pri rychlosti
zvuku mo¥%na. Zodpovedajlca ploch& = 0;62 nv je prijatepna. V pripade,
%em = 100kg, pre dosiahnutie rychlosti zvuku dostdvameSC = 0;43 n¥,
gopriC 1davasS =0;43n7, €o je prijatepné.

Obr. 1 znazorouje ako by prebiehal pad z vytky 11 000 km, t. j. z hornej
hranice troposféry. V tejto vylke sa pohybuju dopravné lietadla. Vidie», %.e
maximélne rychlos» je 88 m s, &o je Mach 0,29. Preto, aby maximalna
rychlos» bola 100m s, by muselo plati», ¥%€C = 0;62n?. Pre m =
= 100 kg vychadza SC = 0;44 m?. Oba pripady s mo¥ané.
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ZPRAVY

6. Stgedoevropskd matematicka
olympiada

©esty roenik Stgedoevropské mate-
matické olympiady (Middle European
Mathematical Olympiad { MEMO) se
uskuteénil ve dnech 6.{12. zagi 2012 ve
lvycarském Solothurnu. Souti¥.e se letos
zUéastnilo 60 souti¥%sicich z deseti stgedoev-
ropskych zemi (©vycarsko, Nimecko, Ra-
kousko, Slovinsko, Chorvatsko, Maiarsko,
Slovensko, Litva, Polsko a Eeska repub-
lika). Ka¥dou zemi reprezentovalo lesti-
elenné dru¥astvo. Do eeského reprezentae-
niho tymu byli pro tento souti¥ni roe-
nik vybrani nejuspitnijti Géastnici Ustged-
niho kola 61. roéniku MO, ktegi v uplynu-
Iém kolnim roce (2011/2012) nematuro-
vali a soueasni v roce 2012 nebyli éleny
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eeského reprezentaéniho dru¥sstva na 53.
IMO v Argentini.

Slo%eni eeského tymu na 6. MEMO
bylo nasledujici: Lubomir Grund (7/8
GChD Praha 5), David Hruka (7/8 G
Plzed, Mikulatské nam.), Ondgej Hibsch
(7/8 G Praha 6, Arabska), ©tipan ©imsa
(7/8 GJJ Litomigice), Ondgej Skacel (6/8
G ©ternberk) a Jakub Vaneura (3/4 G
Brno, ta. Kpt. Jarote). Vedoucim eeské de-
legace a jejim zastupcem v jury byl RNDr.
Jaroslav ©vreek, CSc., z Pgirodovidecké
fakulty Univerzity Palackého v Olomouci
a pedagogickym vedoucim byl doc. RNDr.
Jaroslav Zhouf, Ph.D., z Pedagogické fa-
kulty Univerzity Karlovy v Praze.

Jednim z hlavnich cilu MEMO je
umo¥snit mladym talentovanym stgedotko-
lakum porovnat své matematické znalosti
s vrstevniky ze zemi stgedni Evropy a
poznat tak atmosféru mezinarodni mate-
matické souti¥se, ktera probihd za podob-
nych podminek jako Mezinarodni mate-
maticka olympiada (IMO). Na rozdil od
IMO, ktera je pojata jako souti¥ jed-
notliveu (souti% dru¥sstev neni podle sta-
tutu souti¥se pova¥.ovana za o cialni), je
prvni souti¥ani den na MEMO vyhrazen
v¥dy souti¥%i jednotliveu a druhy souti¥ani
den pak souti¥%i dru¥astev. V rdmci sou-
ti%se jednotliveu jsou ¥.akum pgedlo¥seny
v¥dy 4 souti%ani Glohy, na jejich¥. geleni
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