
V této èásti seriálu jsme dùkladnì rozebrali algoritmy ¹ifrování pomocí
nìkolika vybraných snadných transpozic. K zápisu programù jsme zvolili
skriptovací jazyk JavaScript, jednak pro jeho dostupnost a jednak pro jeho
syntaxi, která je velmi podobná syntaxi ¹iroce roz¹íøeného programovacího
jazyka C. V pøí¹tích èástech se seznámíme s dal¹ími transpozièními¹iframi
a také s postupy jejich lu¹tìní.
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Èlánok prezentuje model pádu èloveka vo vzduchu, ktorého úèelom
je zisti», èi je mo¾né pri páde dosiahnu» nadzvukovú rýchlos». Model je
zalo¾ený na numerickom rie¹ení pohybovej rovnice Eulerovou metódou
v Exceli. Princíp rie¹enia a jeho implementácia sú µahko pochopiteµné u¾
na úrovni gymnázia. Programovanie nie je pou¾ité. ©tudenti pri vytváraní
modelu získajú nové zruènosti v práci s tabuµkovým kalkulátorom a nové
vedomosti z danej problematiky.
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MS Excel ako nástroj fyzikálneho modelovania
Uèitelia objavili edukaèný potenciál tabuµkového kalkulátora u¾ poèi-

atkom osemdesiatych rokov (treba vedie», ¾e prvý tabuµkový kalkulátor
VisiCalc bol vytvorený v roku 1979 práve s cieµom zefektívni» ¹túdium,
a to ekonómie a obchodu [1]).

Tabuµkový kalkulátor dovoµuje pou¾íva» problémové a heuristické me-
tódy, ktoré sú blízke talentovaným ¾iakom. Len ¹peciálne aplikácie vytvo-
rené vo vývojových prostrediach ponúkajú rovnaké schopnosti pre analy-
zovanie vedeckých problémov. Vytvori» takúto aplikáciu, napr. v prostredí
Delphi, je pre talentovaných ¾iakov motiváciou zlep¹i» si svoje programá-
torské zruèností; bohu¾iaµ, ide o èasovo nároèný proces. Problém potreby
¹túdia programovania kvôli mo¾nosti pou¾íva» poèítaè ako výskumný ná-
stroj je mo¾né vyrie¹i» jednoducho pou¾itím tabuµkového kalkulátora ako
nástroja na modelovanie.

Kým získa» výstup pomocou programovania je v krátkom èase proble-
matické, numerický model systému je mo¾né v tabuµkovom kalkulátore
vytvori» takmer okam¾ite. Pou¾ívateµ mô¾e hneï pristúpi» k vy¹etrova-
niu skúmaného systému a nestráca» èas programovaním. Preto, ak cieµom
výuèby nie je samotné programovanie, ale pochopenie súvislostí spätých
s istým javom a prejavujúcich sa zmenou hodnôt istých velièín napr. v èase,
potom tabuµkový kalkulátor by mal by» na prvom mieste v zozname mo¾-
ných nástrojov [1].

Schopnos» kreslenia interaktívnych grafov spolu s analytickými nástroj-
mi, ktoré Excel obsahuje, ho predurèujú pre objavné, problémové,
þinquiryÿ a iné prístupy k ¹túdiu matematiky a prírodných vied, ale nielen
ich. Tvorba interaktívnych modelov a vedecké bádanie sú dôle¾itým moti-
vaènými faktormi i pri ¹túdiu informatiky [2]. Za podmienky, ¾e je ¹ tuden-
tom poskytnutá patrièná podpora, vedia si títo rýchlo osvoji» zruènosti
a vedomosti potrebné pre vytvorenie takýchto modelov a následne pou-
¾i» tabuµkový kalkulátor pre modelovanie naprieè predmetmi. Pri vytvá-
raní modelu získavajú ¹tudenti nové zruènosti a vedomosti nielen v práci
s tabuµkovým kalkulátorom, ale simultánne postupne lep¹ie chápu danú
problematiku. To robí tabuµkový kalkulátor kµúèovým komponentom kon-
¹truktivistického ¹túdia matematiky, informatiky a prírodnýc h vied.

Tento èlánok prezentuje jednu aplikáciu vytvorenú v Exceli, ktorá mo-
deluje pád èloveka z veµkej vý¹ky v atmosfére za úèelom zisti», èije mo¾né
pri páde dosiahnu» nadzvukovú rýchlos». Ide o problém na úrovni, ktorá
je typicky pova¾ovaná za univerzitnú. Vïaka pou¾itiu Eulerovej metódy
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rie¹enia diferenciálnych rovníc v Exceli je problém µahko rie¹iteµný u¾ na
gymnáziu. Ïal¹ie nástroje IKT, ktoré ¹tudenti vyu¾ijú pri práci sú (mi-
nimálne) Internet na získanie informácií, textový editor pre vypracovanie
dokumentácie a prezentaèný program. Projekt vychádza z èlánku [3], kde
je analyzovaný legendárny zoskokJ .W. Kittingera z vý¹ky 31 300 m.

Projekt je podporený nedávnym skokom Felixa Baumgartnera z re-
kordnej vý¹ky 39 045 m.

Problém dosiahnutia rýchlosti zvuku pri páde èloveka vo vzdu-
chu

©estnásteho augusta 1960 uskutoènil kapitán USAFJoseph W. Kit-
tinger svoj legendárny zoskok z héliového balóna Excelsior III z vý¹ky
31 300 m. Vo vý¹ke 27 400 m dosiahol rýchlos» 274 m/s, èo je viac ako
0,9 rýchlosti zvuku v danej vý¹ke. Kittingerova hmotnos» bola 142 kg,
spolu s trojstupòovým padákovým systémom, záznamovými prístrojmi
a prístrojmi na pre¾itie. Kvôli nafúknutému pretlakovému obleku padal
akoby sediac v kresle, najprv na pravom boku, potom na chrbte [4]. Vy-
skytli sa dva problémy {{ Kittingerova pravá ruka znaène opuchla kvôli
zlému tesneniu rukavice, a od 27 400 m do 21 300 m mal vá¾ne dýchacie
problémy kvôli tomu, ¾e obruba, ktorou sa prilba pripája k obleku, tlaèila
na jeho hrdlo. Cieµom zoskoku bolo demon¹trova», ¾e vojenskí piloti vý¹-
kových lietadiel mô¾e pre¾i» aj po zoskoku z vý¹ok okolo 30 km. Ide o vy¹e
50 rokov starý rekord, èo sa týka vý¹ky, maximálnej rýchlosti a trvania
pádu. Niektoré zdroje uvádzajú, ¾e Kittinger dosiahol rýchlos» 319 m/s,
èo by bola v danej vý¹ke nadzvuková rýchlos».

©trnásteho októbra 2012 uskutoènil rakúsky odvá¾livec Felix Baum-
gartner v Novom Mexiku podobný zoskok. S pomocou najnov¹ej techniky
sa mu podarilo prekona» parametre Kittingerova zoskoku. Baumgartner
vyskoèil z vý¹ky 39 040 m a dosiahol rýchlos» 373 m/s, èo je 1,24 násobok
rýchlosti zvuku. Skokan padal dole hlavou v ¹peciálnom obleku s rukami
a nohami vystretými dozadu do tvaru písmena þVÿ. Ako uvidíme ïalej,
je to jedna podmienok, aby èlovek voµne padajúci vo vzduchu dosiahol
nadzvukovú rýchlos».

US Standard Atmosphere 1976
Jedným z vedeckých modelov atmosféry je US Standard Atmosphere

[5]. Vlastnosti jej prvých troch vrstiev do vý¹ky 32 km sú uvedené v ta-
buµke.
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Vrstva Vý¹ka Hustota Teplota Teplotný Rýchlos» Názov

nad morom prírastok zvuku

b zb (m) %b (kg/m 3 ) Tb (K) L b (K/m) cb (m/s)

0 0 1,225 288,15 � 0,0065 340,29 Troposféra

1 11 000 0,36391 216,65 0 295,07

2 20 000 0,08803 216,65 0,001 295,07 Stratosféra

3 32 000 0,01322 228,65 0,0028 303,13

Teplotný prírastok L b je kon¹tantný v rámci vrstvy b. Hustota %b, tep-
lota Tb, a rýchlos» zvukucb platia pre spodok zb vrstvy b. Hustota %(z),
zb � z � zb+1 , je daná alternatívne rovnicami

%= %b[1 + L b(z � zb)=Tb]� ( �=L b +1) ; (1)

%= %be� � (z� zb )=Tb ) ; (2)

kde � = g0M=R, R = 8 ;31432 J�mol� 1 �K � 1 je molárna plynová kon¹tanta
a M = 28;96461 kg� kmol� 1 je kilomolová hmotnos». Rovnica (1) platí pre
vrstvy b = 0 a b = 2, kde L b 6= 0, rovnica (2) platí pre vrstvu b = 1, kde
L b = 0.

Teplota T(z), zb � z � zb+1 , je daná rovnicou

T = Tb + L b(z � zb): (3)

Rýchlos» zvukuc(z), zb � z � zb+1 , je daná rovnicou

c = cb

p
1 + L b(z � zb)=Tb: (4)

Tia¾ové zrýchlenieg(z) je dané rovnicou

g = g0

�
r 0

r 0 + z

� 2

; (5)

kde g0 = 9 ;806 65 m� s{2 je tia¾ové zrýchlenie pri morskej hladine ar 0 =
= 6 356 766 m je efektívny polomer Zeme.

Poznámka:
Rovnica (5) je µahko odvoditeµná u¾ v 1. roèníku gymnázia [6].
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Matematický model voµného pádu vo vzduchu a Eulerova me-
tóda

®iaci v stredných ¹kolách vo fyzike v prvom roèníku preberajú voµný
pád. Pre mo¾ného budúceho fyzika je dos» demotivujúce, keï sa na konci
hodiny dozvie, ¾e prezentovaná zaujímavá teória platí najbli¾¹ie na Me-
siaci, nakoµko jej hlavný predpoklad, vákuum, je v pozemských podmien-
kach nesplniteµný.

Jednou mo¾nos»ou, ako vyrie¹i» tento problém, je vytvori» numerický
model voµného pádu vo vzduchu zalo¾ený na Eulerovej metóde rie¹enia
diferenciálnych rovníc. Princíp tejto metódy je µahko pochopiteµný u¾ na
úrovni prvého roèníka gymnázia, kde sa na fyzike preberajú ni¾¹ie uvedené
vzorce s tým, ¾e prípadné zmeny premenných (indikované symbolom �)
by mali by» nekoneène malé.

Na teleso hmotnosti m pôsobí v tia¾ovom poli Zeme smerom nadol
tia¾ová sila

FG = mg: (6)

Vo vzduchu pôsobí smerom nahor sila odporu vzduchu [6]

Fo = 0 ;5CS%v2; (7)

kde S je maximálne plocha prierezu telesa kolmo na smer pohybu,%je
hustota vzduchu, v je rýchlos» aC je koe�cient odporu vzduchu, ktorý
závisí od tvaru telesa.

Ak je rýchlos» podzvuková, èo je menej ako 0,8 rýchlosti zvuku (Mach
0,8), potom C je kon¹tanta, t. j. nezávisí od rýchlosti. Ak je rýchlos»
transsonická, èo je medzi Mach 0,8 a 1,2, potomC prudko rastie. Výsledná
sila je

F = FG � Fo: (8)

Platí, ¾eF = ma, kde a je zrýchlenie dané vz»ahoma = � v=� t, kde t
je èas. Po dosadení dostávame

m
� v
� t

= mg � 0;5SC%v2; (9)

èo po úprave dáva kµúèový vz»ah

� v =
g � 0;5SC%v2

m
� t: (10)
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Rýchlos» v èaset = 0 s je nulová, t. j. v(0) = 0. Rýchlos» v(t) je potom
daná rovnicami

v = v +
g � 0;5SC%v2

m
� t; v(0) = 0 ; (11)

kde v na µavej strane je þnovévÿ a v na pravej strane je þstarévÿ.
Platí, ¾e � z = v� t. Nech h je vý¹ka v èase t = 0 s, t. j. z(0) = h.

Vý¹ka z(t) je potom

z = z � v� t; z(0) = h: (12)

Nech tmax je doba pádu an je poèet deliacich bodov intervaluh0; tmax i .
Potom � t = tmax =n.

Uvedený postup rie¹enia je aplikovateµný na akýkoµvek problém daný
diferenciálnou rovnicou 1. rádu alebo ich systémom. Hlavnou podmienkou
pre to, aby bol model dostatoène presný je, aby interval nezávisle premen-
nej (zvyèajne èas) bol rozdelený na veµký poèet podintervalov tak, aby sa
ich då¾ka pribli¾ovala nule. Vtedy sa podiel diferencií blí¾iderivácii. Tabu-
µkový kalkulátor ja ideálnym prostredím pre implementáciu tohto modelu,
a to bez programovania a v interaktívnej podobe, èo umo¾òuje ¹tudentom
experimentova» so vstupmi, vy¹etrova» správanie sa systému a nájs» hra-
nièné alebo limitné prípady. Je to zaujímavý spôsob uvedenia ¹tudentov
do poèítaèového modelovania ako oblasti aplikovanej informatiky.

Implementácia matematického modelu v Exceli
Rie¹enie úlohy v Exceli Eulerovou metódou je transparentné a nevy¾a-

duje programovanie. Aplikácia je na obrázku 1. Je pou¾itých 5000 deliacich
bodov.

Biele bunky obsahujú vstupy:
C4- efektívny polomer r 0 Zeme,
C5- tia¾ové zrýchlenie pri hladine morag0,
C6- poèiatoèná vý¹ka h,
C7- súèin plochy S a koe�cientu odporu C,
C8- hmotnos»m,
F4 - då¾ka èasového intervalutmax ,
F5 - poèet n delení,
I4:I8 - parametre vzduchu zb, %b, Tb, L b, Cb pre danú vrstvu atmosféry,
L4:L5 - kon¹tanty R a M .
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Obr. 1

©edé bunky obsahujú vzorce:
F6 =F4/F5,
L6 =C5*L5/L4,
B27:H5027{ poèítaný model

Sú v nich nasledovné vzorce, (v zátvorke je uvedené èíslo príslu¹nej rov-
nice):
B27 =0,
C27 =0,
D27 =C6,
E27 =$I$5*(1+$I$7*(D27-$I$4)/$I$6)^ (-$L$6/$I$7-1) (1)
F27 =$I$8*SQRT(1+$I$7*(D27-$I$4)/$I$6) (4)
G27 =C27/F27,
H27 =$C$5*($C$4/($C$4+D27))^ 2 (5)
B28 =B27+$F$6;
C28 =C27+(H27-0.5*$C$7/$C$8*E27*C27*C27)*$F$6 (11)
D28 =D27-C28*$F$6 (12)

Vzorce v bunkáchE27:H27a B28:D28sú skopírované nadol a¾ po riadok
5027.

V bunkách G27:G5027sú poèítané relatívne rýchlosti vzhµadom k rých-
losti zvuku pre dané delenie intervaluh0; tmax i .
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Maximálna relatívna rýchlos» je v bunke O4 vypoèítaná vzorcom
=MAX(G27:G5027).

Zodpovedajúca rýchlos» je v bunkeP4. Je nájdená nasledovne: bunka
R4 obsahuje funkciu =MATCH(O4;G27:G5027;0), ktorá odhora prehµadá
bunky G27:G5027a vráti poradové èíslo maxima (viï. O4na zaèiatku a 0
na konci argumentov), t. j. v koµkej bunke je maximum, poèítajúc 1 pre
G27, 2 pre G28, atï.

V bunke P4je funkcia =OFFSET(C26;R4;0;1;1), ktorá vráti obsah jed-
nej bunky (viï. 1, 1 na konci argumentov) posunutej od bunky C26 nadol
o hodnotu danú v bunke R4 a vpravo o 0. Funkcia teda vráti hodnotu
rýchlosti nachádzajúcu sa v tom istom riadku, v ktorom sa nachádza ma-
ximum relatívnych rýchlostí (teraz sú to bunky G601a C601).

Aplikácia na obr. 1 modeluje voµný pád v troposfére (vý¹ka do 11 km).
V tomto prípade má zmysel uva¾ova» o rýchlosti dopadu.

Rýchlos» dopadu je poèítaná v bunkáchT4:U6. V bunke T4 je funkcia
=MATCH(0;D27:D5027;-1), ktorá prehµadá bunkyD27:D5027a vráti po-
radové èíslo vý¹ky, ktorá je rovná nule alebo je najmen¹ia kladná(viï. 0
na zaèiatku argumentov a� 1 na ich konci).

V bunke T5je funkcia =OFFSET(D26;T4;0;1;1), ktorá vráti túto vý¹ku.
Platí, ¾e je to odhora posledná nezáporná vý¹ka.

V bunke U5 je funkcia =OFFSET(D26;T4+1;0;1;1), ktorá vráti nasle-
dujúcu vý¹ku, pre ktorú potom platí, ¾e je to prvá záporná vý¹ka.

Tým sme v bunkáchT5 a U5získali poslednú nezápornú a prvú zápornú
vý¹ku.

V bunkách T6a U6sú funkcie=OFFSET(C26;T4;0;1;1) a =OFFSET(C26;
T4+1;0;1;1) , ktoré vrátia hodnoty rýchlosti zapísané v týchto riadkoch,
t. j. rýchlosti v poslednej nezápornej a prvej zápornej vý¹ke.

Rýchlos» pri dopade, t. j. keï sa vý¹ka rovná nule, je vypoèítaná vbunke
P5 interpolaèným vzorcom =T6-(T5-0)/(T5-U5)*(T6-U6) .

Vypoèítaná hodnota 53 m� s� 1 (= 191 km � h� 1) je rýchlos», ktorou
by dopadol daný èlovek na zem. Pre voµný pád v stratosfére (vý¹ka nad
11 km, obr. 2 { 4) nemá zmysel uva¾ova» o rýchlosti dopadu.

Poznámka:
Nakoµko bunkyR3:U7obsahujú len pomocné funkcie a vzorce, je vhod-

né ich obsah presunú» vpravo do oblastiV3:W7a ståpceV:Wskry».

5 Analýza problému
Aplikácia s dátami pre Kittingerov zoskok je na obr. 2.
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Obr. 2

Meníme hodnotu parametraSC dovtedy, kým maximálna rýchlos» nie
je 274 m� s{1 . Dostávame SC = 0 ;83 m2. Pre vzpriamenú osobu platí
C � 1{1;3 [7]. Kittinger padal na boku a potom na chrbte, akoby sediac
v kresle, na chrbte s padákom a prístrojmi. AkC � 1, potom dostávame
S � 0;83 m2. Ak by sa hodnota C poèas transsonického letu (rýchlos»
nad Mach 0,8; zhruba medzit = 30 s a 55 s) zväè¹ila naC � 1;3, potom
S � 0;64 m2, èo je e¹te prijateµné. Táto verziu pádu je mo¾ná.

Z obr. 3 vidie», ¾e pre dosiahnutie maximálnej rýchlosti 319 m� s{1

(Mach 1,08) by muselo plati» SC = 0 ;46 m2. Ak C � 1;0, potom S =
= 0 ;46 m2, ak C � 1;2, potom S = 0 ;38 m2 a ak C � 1;3, potom
S = 0 ;35 m2. Hodnoty plochy S sú príli¹ malé. Je vylúèené, aby Kittinger
dosiahol túto rýchlos».

Obr. 3
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Obr. 4 znázoròuje, ¾e pre dosiahnutie rýchlosti zvuku (Mach 1) by
muselo plati», ¾eSC = 0 ;62 m2. Ak C � 1;0, potom S = 0 ;62 m2, ak
C � 1;2, potom S = 0 ;52 m2 a ak C � 1;3, potom S = 0 ;48 m2. I tieto
hodnoty S sú príli¹ malé pre Kittingerov spôsob pádu. Mo¾nos», ¾e by
Kittinger bol mohol dosiahnu» rýchlos» zvuku, je v podstate vylúèená.

Obr. 4

Kvalitatívne iný prípad ale nastal pri zoskoku Felixa Baumgartnera,
ktorý padal dole hlavou, s rukami a nohami natiahnutými dozadu
a s vhodne tvarovaným nákladom. Pre takýto systém pohybujúci sa pod-
zvukovou rýchlos»ou platí, ¾eC < 1, tak¾e hodnotaC � 1 je pri rýchlosti
zvuku mo¾ná. Zodpovedajúca plochaS = 0 ;62 m2 je prijateµná. V prípade,
¾em = 100 kg, pre dosiahnutie rýchlosti zvuku dostávameSC = 0 ;43 m2,
èo pri C � 1 dáva S = 0 ;43 m2, èo je prijateµné.

Obr. 1 znázoròuje ako by prebiehal pád z vý¹ky 11 000 km, t. j. z hornej
hranice troposféry. V tejto vý¹ke sa pohybujú dopravné lietadlá. Vidie», ¾e
maximálne rýchlos» je 88 m� s{1 , èo je Mach 0,29. Preto, aby maximálna
rýchlos» bola 100 m� s{1 , by muselo plati», ¾eSC = 0 ;62 m2. Pre m =
= 100 kg vychádza SC = 0 ;44 m2. Oba prípady sú mo¾né.
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ZPRÁVY

6. Støedoevropská matematická
olympiáda

©estý roèník Støedoevropské mate-
matické olympiády (Middle European
Mathematical Olympiad { MEMO) se
uskuteènil ve dnech 6. { 12. záøí 2012 ve
¹výcarském Solothurnu. Soutì¾e se letos
zúèastnilo 60 soutì¾ících z deseti støedoev-
ropských zemí (©výcarsko, Nìmecko, Ra-
kousko, Slovinsko, Chorvatsko, Maïarsko,
Slovensko, Litva, Polsko a Èeská repub-
lika). Ka¾dou zemi reprezentovalo ¹esti-
èlenné dru¾stvo. Do èeského reprezentaè-
ního týmu byli pro tento soutì¾ní roè-
ník vybráni nejúspì¹nìj¹í úèastníci ústøed-
ního kola 61. roèníku MO, kteøí v uplynu-
lém ¹kolním roce (2011/2012) nematuro-
vali a souèasnì v roce 2012 nebyli èleny

èeského reprezentaèního dru¾stva na 53.
IMO v Argentinì.

Slo¾ení èeského týmu na 6. MEMO
bylo následující: Lubomír Grund (7/8
GChD Praha 5), David Hru¹ka (7/8 G
Plzeò, Mikulá¹ské nám.), Ondøej Hübsch
(7/8 G Praha 6, Arabská), ©tìpán ©imsa
(7/8 GJJ Litomìøice), Ondøej Skácel (6/8
G ©ternberk) a Jakub Vanèura (3/4 G
Brno, tø. Kpt. Jaro¹e). Vedoucím èeské de-
legace a jejím zástupcem v jury byl RNDr.
Jaroslav ©vrèek, CSc., z Pøírodovìdecké
fakulty Univerzity Palackého v Olomouci
a pedagogickým vedoucím byl doc. RNDr.
Jaroslav Zhouf, Ph.D., z Pedagogické fa-
kulty Univerzity Karlovy v Praze.

Jedním z hlavních cílù MEMO je
umo¾nit mladým talentovaným støedo¹ko-
lákùm porovnat své matematické znalosti
s vrstevníky ze zemí støední Evropy a
poznat tak atmosféru mezinárodní mate-
matické soutì¾e, která probíhá za podob-
ných podmínek jako Mezinárodní mate-
matická olympiáda (IMO). Na rozdíl od
IMO, která je pojata jako soutì¾ jed-
notlivcù (soutì¾ dru¾stev není podle sta-
tutu soutì¾e pova¾ována za o�ciální), je
první soutì¾ní den na MEMO vyhrazen
v¾dy soutì¾i jednotlivcù a druhý soutì¾ní
den pak soutì¾i dru¾stev. V rámci sou-
tì¾e jednotlivcù jsou ¾ákùm pøedlo¾eny
v¾dy 4 soutì¾ní úlohy, na jejich¾ øe¹ení
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