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1. Uvod

Bezprostfednim podnétem k napsani tohoto ¢lanku bylo studium mo-
nografie Ladislava Kvasze (x1962) Patterns of Change [14]. Ackoliv tato
kniha se nezabyva didaktikou, ale filozofil a historii matematiky, 1ze v ni
najit fadu podnéta pro skolskou praxi. O nékterych z nich se zde chci zmi-
nit. Na okraj poznamenavam, ze citovana kniha nejen ze byla vydana ve
znamém Svycarském nakladatelstvi Birkhduser v fadé Historické studie,
ale byla v roce 2010 v Portugalsku odménéna prestizni Mezindrodni cenou
Fernanda Gila za filozofii a védu. Gratuluji profesoru Kvaszovi z Pedago-
gické fakulty Univerzity Karlovy v Praze k tak vyznamnému ocenéni jeho
dila.

Kvaszovy vysledky mi pfipomnély dva starsi autory, jejichz prace souvi-
seji s problematikou, kterou Kvasz fesi: Karla Raimunda Poppera (1902—
1994), vyznamného rakouského filosofa a matematika a Jerome Seymoura
Brunera (x1915), zndmého amerického psychologa. Z podnét nékterych
praci téchto tii autord vyrista muj prispévek.

2. Vyucovani a komunikace

»2Kazdy ucitel ... musi byt schopen komunikovat tak, aby se komuni-
kace stala i¢innym prostfedkem navozeni a podpory ucebni ¢innosti zaka“
(L. Prokesové, [12], s. 252). , At se jakkoliv proklamuje, Ze ucitel nem4 byt
hlavné dodavatelem poznatktl, ze mé piredevsim Fidit uceni zakt apod., je
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to mylna predstava: Ucitel je takovy subjekt edukacniho procesu, jehoz
¢innost je prioritné zacilena na transmisi poznatkt k pfijemcim — zaktm,
a z toho nutné vyplyva jeho vysoké aktivita v komunikaci pfi vyucovani
([16], s. 316). Ponechme zde zcela stranou otdzku poméru transmisivnich
a konstruktivnich styli ve vyucovani, kterd je z hlediska naseho tématu
podruzna. Z citovanych ukazek je nicméné ziejmé, ze otazky jazyka hraly
a budou hrat i v budoucnosti ve skole vyznamnou roli. Vyucovani mate-
matice se odehrava v jazyce matefském, ktery je doplnén nékterymi spe-
cifickymi prvky, napf. jazykem logiky a jazykem ,vzorcu“. Jadrem Kvas-
zovy monografie je tvrzeni, Ze poznani jazykl matematiky je podstatné
pro pochopeni jejitho vyvoje. Hraje-li jazyk tak vyznamnou roli ve vyvoji
matematiky — védy, bude patrné hrat jesté vyznamnéjsi roli ve vyucovani,
pfi némz se nové matematické poznatky nevytvareji, ale predavaji mladé
generaci. To je hlavni podnét pro didaktiku matematiky, ktery jsem na-
Sel v Kvaszové knize. Jazykiim bychom méli vénovat ve vyucovani vétsi
pozornost, nez byva zvykem.

3. Popperovy tri svéty, Kvaszovy tii principy a Brunerovy tri
reprezentace

Vzhledem k tomu, Ze Popperova idea t¥i svétt se mi jevi jako velmi
dilezita z hlediska didaktického, pfipomenu ji citaci né€kolika autorovych
myslenek.

»,Bolzano ve své Wissenschaftslehre zminoval ,,pravdy o sobé“, a obec-
néji ,tvrzeni o sob&“, a odliSoval je od (subjektivnich) procesi mysleni,
jimiz mtze ¢lovék myslet nebo chapat pravdu, nebo obecnéji, prijimat tvr-
zeni bud jako pravdivé, nebo nepravdiva. Bolzanovo rozliSeni samotnych
tvrzeni a subjektivnich procesi mysleni mi vzdy pfipadalo jako svrcho-
vané dulezité. . .

Nazveme-li svét ,véci“ — fyzikdlnich objektt — prvnim svétem (svét 1)
a svét subjektivnich zkuSenosti (jako tfeba procesy mysleni) druhym své-
tem (svét 2), miiZeme nazvat svét samotnych tvrzeni tietim svétem®
(svét 3) ([15], s. 173).

,PTripadd mi rozhodujici, ze objektivnim myslenkdm — tj. teoriim —
muzeme dat takovou podobu, Ze je muzeme hodnotit a miazeme se o nich
dohadovat. Aby tomu tak mohlo byt, musime je formulovat v néjaké vice-
méné ustalené (zejména lingvistické) formé. Vyznamné je i to, Ze miZeme
rozliSovat kritiku pouhé formulace myslenky — myslenky lze formulovat
pomeérné dobfe anebo ne tak dobie — a logické aspekty myslenky samotné:
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jeji pravdivost nebo jeji podobnost pravdé ve srovnani s néjakymi jejimi
konkurentkami nebo jeji kompatibilitu s uréitymi jinymi teoriemi. V tomto
stadiu jsem zjistil, Zze musim osidlit svlij svét 3 jinymi usedliky, nez jsou
tvrzeni; pripojil jsem jesté k tvrzenim nebo teoriim také problémy a ar-
gumenty, obzvlasté kritické argumenty. Teorie by se mély totiz hodnotit
vzdy s ohledem na problémy, které by mohly fesit ... Je jasné, ze koho
zajima véda, musi ho zajimat objekty svéta 3. Védce — fyzika mohou nej-
prve zajimat objekty svéta 1 — Feknéme krystaly a paprsky X. AvSak velice
brzy si musi uvédomit, jak velmi zalezi na interpretaci fakt, tj. nasich
teoriich, a tedy na objektech svéta 3. Podobné historik védy nebo filozof
zajimajici se o védu musi pfedevsim zkoumat objekty svéta 3. Mize ho
samoziejmé zajimat jesté vztah mezi teoriemi svéta 3 a procesy myslenek
ze svéta 2; ale procesy mysleni ho budou zajimat pfedevsim ve vztahu
k teoriim, tj. k objekttim, které patii do svéta 3 ([15], s. 175).

Dale dochazi Popper k zavéru: ,,Pokladam svét 3 — svét problémii, teorii
a kritické argumentace — za jeden z vysledku vyvoje lidského jazyka, ktery
zpétné na tento vyvoj pusobi® ([15], s. 178).

Kvasz postupuje ve svém rozboru historie matematiky podle nasledu-
jicich t¥i principt:

1. Misto kontextu psychologie objevu nebo kontextu zmény metodolo-

gie analyzuje zmény v matematice v kontextu zmén jejiho jazyka.

2. Jazyku matematiky rozumi historicky.

3. Chape jazyk matematiky v nejtésnéjsi spjatosti s jeji praxi.
Pritom dochézi k zavéru: ,We will interpret changes in mathematics as
changes of the language of mathematics“ (Zmény v matematice budeme
interpretovat jako zmény v jejim jazyku [14], s. 7). Tato téze je témér
identicka s citovanym zavérem Popperovym.

Vzhledem k tomu, Ze podle mého nazoru pojem jazyka zahrnuje mi-
nimalné pravidla jeho konstrukce, ne-li pfimo jeho gramatiku, coz patrné
nelze ve skole realizovat, budu ¢asto misto slova jazyk uzivat Brunertuv
termin reprezentace [1].

Reprezentaci pojmu budu rozumét zastoupeni (kdd) pojmu uréitymi
vyrazovymi prostfedky. Bruner rozlisuje reprezentace

enaktivni (¢innostni),

ikonické (obrazové) a

symbolické (zaloZené na konvenénim vyjadfeni).

Podrobnéjsi charakteristika téchto typt reprezentace bude ziejma z pii-
kladt, které dale uvedu.
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Neékteii autori chapou ovSem zde uvedené Brunerovy terminy volnéji.
Tak nap¥. Umberto Eco (¥1932) piSe: ,Ikona neni nutné obrazem ve vi-
zudlnim smyslu, protoze i melodie, kterou si pohvizduji, tfebas i falesné,

muze byt ikonou Beethovenovy Osudové, ... i graf ma podobu ikony —
prestoze nevykazuje zddnou formélni podobnost s tim, co zobrazuje“ ([4],
s. 66).

Vzhledem k tomu, ze jddrem Kvaszova badani je vyvoj védy, zacind své
uvahy aritmetikou. Didaktika matematiky ovSem nutné musi do svych
tuvah zahrnout i procesy, které k matematice vedou. Z tohoto divodu
neptekvapi, ze Kvasz, na rozdil od Brunera, neuvadi enaktivni reprezen-
tace, které hraji ve vzdélavacim procesu dulezitou roli. Vizualizace po-
¢tu je podstatnou slozkou utvareni prvnich pfedstav o pfirozenych c¢islech
a v tomto procesu jsou ¢innosti zakd nezastupitelné. K této problematice,
o niz dosti podrobné piSeme v knize [7], se jesté vratim. Za enaktivni re-
prezentace povazuji ovSem i ¢innosti zprostfedkované moderni technikou,
zejména pak ,zivé“ obrazy fraktalni geometrie, kterou Kvasz charakteri-
zuje terminem iterative geometry ([14], s. 56).

4. Priklady reprezentaci

4.1. Reprezentace enaktivni

Pri praci s enaktivnimi neboli ¢innostnimi reprezentanty ziskavame vy-
sledky manipulaci s hmotnymi objekty.

Snad nejprirozenéjsi enaktivni reprezentaci ¢i-
sel jsou prsty na rukou. Termin pocitani na prs-
tech a uzivani desitkové pocetni soustavy do-

32% oo kladaji, ze tento pristup byl zivy v minulosti
oo /(?Et@ a ani nase Skola se mu nemiize vyhnout. Jistym
ole ,odosobnénim* pocitani na prstech je pocitani

olo na klasickém pocitadle, na némz lze posouvéa-
oo nim kulic¢ek na dratu modelovat mala prirozena

¢isla a jejich soucet ¢i rozdil. Pro vétsi ¢isla byla
Obr. 1 vyvinuta fadova pocitadla. Z historie je zndmo

napf. pocitdni na lindch a do soucCasnosti pre-

Zivaji ruské sCoty a rtizné formy abakii (napf. ¢insky nebo japonsky).
Specifickym pocitadlem je napf. z Némecka pochazejici Glazerovo okno
(obr. 1). Umisténim kuli¢ek do dilkt na prkénku modelujeme malé pfiro-
zend Cisla a vidime fadu aritmetickych souvislosti (z obr. 1 lze nap¥. vy¢ist:
3+3=6,242+2=6,3-2=6,2-3=6,6:3=2,6:2=3, atd.).
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Enaktivni reprezentaci prirozenych c¢isel je napt. krokovani, pfi némz je
¢islo modelovano poc¢tem krokt zaka nebo figurky na uréené draze. Didak-
tické zpracovani této reprezentace realizoval Milan Hejnyg [8]. Pfirozenymi
enaktivnimi reprezentacemi c¢isel jsou ovSem i ,neuspofaddané“ soubory
nejriznéjsich pfedméti, napt. podle Pestalozziho:

,UCi-li matka ditko znati a jmenovati rozliéné prfedmeéty, napi. hrasky,
kaménky atd., jako jeden, dva, tfi, atd., jak je ditéti prediikava, ztistavaji
slova jeden, dva, tii stale nezménéna; zato slova hrasky, kaménky, dfivka
atd. méni se vzdy se zménou pfedmeétu, jez ditku ukazuje. Nezménénym
jmenovanim ... a neustalou zménou druhého odlisi se v duchu ditéte ab-
straktni pojem poctu ...« ([5], s. 65).

Petr Vopénka hodnoti pocitadla jako enaktivni reprezentaci priroze-
nych ¢isel takto: ,Na malych seskupenich osamocenych jednoduchych ob-
jektt, to je dosud nezapojenych do vztaht s jingymi objekty, se projevuje
uz jen kvantitativni stranka malych pfirozenych cisel, zato vSak ve své
nejprizracnéjsi cistots. Cislo udévajici pocet objekttl z takového sesku-
peni je v podstaté jedinym jevem, jenz se na ném ukazuje. Cim stejnéjsi
jsou objekty z néjakého seskupeni, coz je praveé v pfipadé osamocenych ab-
straktnich objekti dovedeno do krajnosti, tim vyraznéji vystupuje do po-
predi ¢ista kvantitativni stranka ¢isla na ném se ukazujiciho. Stara skolni
pocitadla, na jejichz stejnych kulickach se déti procvicuji v nauce o kvan-
titativni strance malych pfirozenych cisel zvané pocitani, jsou z tohoto
hlediska zafizenimi dimyslnymi a rozhodné by neméla patfit minulosti“
([17], s. 106).

Geometrickymi enaktivnimi reprezentacemi jsou napt. sklddanky z his-
torie znamé jako rtzné typy tangrami. Mohou slouzit napf. k rozvijeni
predstav o geometrickych tvarech (dlohy typu SloZte ze cétyr shodngch
trojuhelnika trojuhelnik), o velikostech mnohotuhelnikt (SloZte ze dvou
shodngch pravouhlyjch trojihelniki obdélnik a porovnejte jejich obsahy),
ale i k FeSeni tloh o zlomcich (pomér velikosti ¢asti a celku). Enaktivni
geometrickou reprezentaci je ovSem i méfeni a provadéni geometrickych
konstrukci napf. pravitkem a kruzitkem.

Préace s enaktivnimi reprezentacemi mé charakter vytvareni modeld,
tedy takovych reprezentaci, které umoznuji predpovidani. Na nejnizsi
arovni muze jit pouze o urceni vysledk pocetnich operaci, ale i o zdu-
vodnovani tvrzeni. Tyto ¢innosti jsou vyznamné pfedevsim proto, ze zaci
mohou do zna¢né miry samostatné ziskavat vysledky a dochazet tak k iko-
nickym nebo symbolickym reprezentacim. Takovéto ¢innosti jsou ovsem
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pro matematiku charakteristické a davno znamé: odpocitavanim kulicek
dospivame k ¢islu, tedy k symbolické reprezentaci poctu.

4.2 Reprezentace ikonické

Pro ilustraci uvedu nejdfive nézory tii nasSich autort. Jan Vysin
(1908-1983) napsal v pfedmluvé knihy FElementdrni geometrie: ,,Obra-
zec je pri provadént dikazu jen jakymsi prehlednym seznamem oznaceni
a zdpisem situace, nikoliv podstatnou slozkou pii odidvodriovdni* ([19],
s. 4).

Eduard Cech (1893-1960) hodnoti roli obrazt slovy: ,, Umét tilohu pre-
loZit z Teci slov do Teci obrazi a obracene, to neni spjato jenom s urcitou
partit uciva, ale s celou podstatou matematiky — ba dokonce s celou pod-
statou mysleni* (citovano podle [9]).

Petr Vopénka (x1935) pise: ,Neuzndvdni obrdzki a ndértki za plno-
hodnotny zpusob sdélovdni matematickych poznatku, to je dusledné trvani
na uplnych slovnich popisech sdéelovanych poznatku, vyrazné umrtvuje dy-
namiku matematického pozndvdni ([18], s. 569).

Povazuji za velkou zasluhu Ladislava Kvasze, ze zprostiedkoval nasi
didaktice (i kdyZ zatim jen v anglickém jazyku) ndzor, Ze geometrické
obrazky nejsou jen psychologickou pomuckou, ale ,dulezitym nastrojem
konstruovéani logické struktury matematickych teorii ([14], s. 5).

Za nejzavaznéjsi ikonické modely priroze-
nych c¢isel mizeme povazovat ciselné obraz-
ce a Cuisenairovy prousky. Ciselné obrazce
byly hojné vyuzivany ve skolach v 19. sto-
leti. Jejich autofi se snazili vytvaret u déti
yzietelné a zivé Ciselné predstavy bez poci-
Obr. 2 tani a bez ¢islovek® ([5], s. 80). U nés propa-
goval ¢iselné obrazce pedagog Gustav Adolf
Lindner (1828-1887). Dnes se s nimi setkdvdm napf. na hracich kostkach
a kamenech domina. Cuisenairovy prouzky pochézeji z Belgie a spojuji
kardindlni pohled na pfirozené ¢islo (z kolika ¢tverct se skldada prou-
zek) s pohledem ordinalnim a geometrickym (propedeutika méteni délek).
Kromeé toho je kazdé ¢islo — prouzek charakterizovano uréitou barvou. S¢i-
tani 34+ 2 = 5 je modelovani dvojici prouzki podle obr. 2. Glaserovo okno
a Cuisenairovy prouzky jsou aplikovany napf. v ucebnici [3].

Tkonickymi reprezentanty geometrického typu jsou rysované nebo kres-

lené obrazky geometrickych situaci a to pfesto, ze zadny obrazek nemtize
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mit v8echny rysy abstraktnich geometrickych utvart (narysovand tsecka
neni nikdy zcela pfimé a bez tloustky).

ELEMENTARN{
ARITMETIKA
Vizualizace
1 poctu
SYNTETICKA
Symbolizace GEOMETRIE
proménné
2
ALGEBRA
Vizualizace
3 Vztahy
ANALYTICKA
Symbolizace GEOMETRIE
zavislosti A
DIFERENCIALNI A
INTEGRALN| POCET NUON
Vizualizace
limity
ITERATIVNI
Symbolizace GEOMETRIE
o vyplyvanij .
PREDIvKATOVY
POCET
Vizualizace
7 pojmu
TEORIE
MNOZIN

Obr. 3

4.3 Reprezentace symbolické

Pro tento typ reprezentaci je charakteristicky jejich konvenéni charak-
ter, ktery se ovSsem mnohdy vyvijel v pribéhu dlouhého historického vy-
voje.

Symbolickymi reprezentacemi pfirozenych ¢isel jsou jejich ndzvy v rtiz-
nych jazycich a ¢islovky ruznych grafickych typt, véetné typa na kalku-
lackach.
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Symbolické reprezentace predstavuje napf. jazyk matematické logiky,
jazyk algebry, jazyk vektorového poctu nebo jazyk matematické analyzy.

Dolozme dvéma priklady, jak podstatné se zméni pfistup k feseni tlohy
nebo ditkazu pouhou zménou jazyka. Odkazy na ucebnice uvadime pouze
jako material pro zminéné srovnani. Nejde mi o zadnou kritiku ¢i dokonce
snahu uéebnice vylepsSovat. Vim, ze autofi uéebnic jsou vazani fadou ome-
zeni a cild, které nemohu, ale ani nechci, sledovat.

Dokazte vétu: Prirozené cislo je délitelné deviti, je-li délitelny deviti jeho
ciferny soucet.

V jazyku aritmetiky mizeme tvrzeni pouze ovéfit pro libovolné zvolené
prirozené dislo.
Tak napt. pro ¢islo 2132 mame

2132 = 2-103+1-10243-1042 = 2(999+1)+1-(99+1)+3(9+1)+2 =
—2.9994+1-99+3-94+2+14+3+2=9(222+11+3)+ (2+1+3+2).

Protoze prvni s¢itanec je délitelny deviti, rozhoduje o délitelnosti ¢isla
deviti druhy scitanec, tj. ciferny soucet ptvodniho ¢isla.

Dikaz v jazyku algebry ([2], s. 122).

Je-li ¢islo n zapsano cislicemi cg, cg—1, ..., c1, o, tj. plati-li:

n=cg- 10k+ck._1 S10F T 4 10+co=
=ck(99...941)+ck1(99...94+1)+.. . 4+c1(941)+co=
= 9cp(11...1)+9¢,_1(11...1)+.. . 491+ (cp+cp_1+...+c14co) =
=9 -[(11...D]ex+A1... D)ege1+. . .Fc1]+(ck+ck—1+. . .+c1+0c0).

Protoze i zde je prvni sc¢itanec délitelny deviti, bude ¢islo n délitelné
deviti pravé tehdy, bude-li délitelny deviti jeho ciferny soucet

(ck—l—ck,l—f—...—i—cl—l—co).

Pomoci obrazku, tedy v ikonické reprezentaci, lze dukaz ptiblizit nasle-
dujicim zptisobem. Na obr. 4a je znazornéno ¢islo 2132 na fadovém poci-
tadle. Velké kulicky pfedstavuji pocty tisictli, stovek a desitek, malé pocty
jednotek. Jestlize od kazdé velké kulicky odejmeme jednu kulicku a pre-
mistime ji na drat jednotek, dostaneme ,devitkové“ pocitadlo (obr. 4b).
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Pocet kuli¢ek na dratu jednotek ovSem bude roven cifernému souctu pu-
vodniho éisla (pocet tisici + pocet stovek + pocet desitek + pocet jed-
notek). Tento pocet rozhoduje o délitelnosti daného ¢isla deviti.

Stejné jako jsme znazornili ¢islo 2132, mizeme znazornit libovolné pfi-
rozené Cislo; zméni se pouze pocet drati a na kazdém draté mize byt
libovolny pocet kulicek od nuly do deviti. Idea zdvodnéni se neméni.

Dokazte véetu: Vysky libovolného trojuhelniku prochdzeji jednim bodem.

Synteticky dtkaz v jazyku geometrie, ktery zde pfipomenu, pochazi od
Karla Friedricha Gausse (1777-1855).

YN

Obr. 5

Vedeme-li kazdym vrcholem trojthelniku ABC' pfimku rovnobéznou
s protilehlou stranou, dostaneme podle obr. 5 trojuhelnik DEF. Vysky
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m, n, s trojihelniku ABC' jsou osami stran trojuhelniku DEF (nebot
¢tyftahelniky ABEC, ABCF, CBDA jsou rovnobézniky). Protoze tyto
osy prochazeji jednim bodem, prochézeji jednim bodem i vysky ptvodniho
trojuhelniku.

V jazyce vektorového poctu mitzeme uvazovat takto (obr. 6): Sestrojme
prisecik V' vysek z vrcholt A, B trojuhelniku ABC a vypocteme skalarni
soudin:

VC - BA=VC (BC+CA) =VC BC+VC-CA=
— (VA—CA)-BC+ (VB+BC) CA=

VA.-BC-CA-BC+VB-CA+BC-CA=0

nebot VA- BC = VB -CA = 0. Protoze VC - BA = 0, je piimka VC
vyskou ke strané AB trojuhelniku ABC.

C

A B A=P

Obr. 6 Obr. 7

Umistime-li trojuhelnik ABC do soufadnicové soustavy podle obr. 7,
miizeme bez Gjmy na obecnosti zvolit souradnice jeho vrchold nap¥. takto:
AJ[0,0], B[b,0], Clc,d] a k diikazu nasi véty staci ovéfit, ze ptimky

vg :  (c—b)x+dy=0,
vp 1 cx+dy—bc=0,

Ve: X=c¢c
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maji spolecny bod. Odvozeni rovnic vysek a nalezeni jejich spoleéného
bodu je tak rutinni zalezitosti analytické geometrie, tedy jazyka matema-
tiky.

Enaktivni reprezentaci (rysovanim) nelze vétu o priseéiku vysek troj-
thelniku dokézat, lze ji vSak ovérit pro libovolny narysovany trojuhelnik.
Takovyto postup muze vést k presvédceni o platnosti véty na urcité urovni
rozvijeni matematickych poznatkti dokonce ucinnéji nez napi. formalné
predvedeny a ne plné pochopeny dikaz. Enaktivné 1ze vétu modelovat na
pocitaci konstrukci vysek trojuhelniku s ,,pohyblivymi vrcholy“.

Rizné zptsoby jazykového zpracovani téze problematiky ilustrujme
prikladem definice sloZené€ funkce.

Karel Havlicek uvadi v popularni, le¢ vyborné zpracované knize Dife-
rencidlni pocet pro zacdtecniky formulaci:

Mysleme si dvé funkce f, g, pfi¢emz nezavisle proménnou funkce
g ozna¢me x, funkéni hodnotu u, je tedy u = g(x). Je-li u v definié-
nim oboru funkce f, ma smysl psat y = f(u) ¢ili y = f(g(x)). Tim
je nakonec y vyjadfeno jako slozend funkce proménné z ([6], s. 189).

Dag Hruby v ucebnici matematické analyzy vyuziva, na rozdil od Ha-
vlic¢ka, jehoZ definice je formulovana béZznym jazykem s vyuZitim nékolika
matematickych termind, velmi vyrazné matematickou symboliku:

Rikéme, ze funkce h je slozena z funkci g, f, pravé kdyz plati:
Dy, ={xz € Dyg;9(z) € Dy} a Vo € Dy, je h(z) = f(g(z)). Funkei h
oznacujeme symbolem h = f o g ([11], s. 14).

Pfitom ovsem Dg, Dy jsou jiz diive zavedené symboly pro defini¢ni
obory funkci g a f.

Ponechavam ¢tenadfi na posouzeni, ktera formulace je srozumitelnéjsi.
Je ovSem tieba mit na zfeteli, Ze k posouzeni vhodnosti ¢i nevhodnosti
didaktického zpracovani jakéhokoli tématu je tfeba uvazit sirsi souvislosti,
coz zde nemuzeme délat.

V ikonickém jazyku lze problematiku skladani funkci ilustrovat obraz-
kem 8. Jsou-li sestrojeny grafy funkei g(z) a f(z), sestrojime hodnotu
slozené funkce v bodé x postupem 1-2-3-4-5-6.
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Obr. 8

5. Kvaszova klasifikace jazyku matematiky a Skolni praxe

Ve své knize popsal Kvasz osm zakladnich typt jazykt ([14], s. 86)
a sedm typt pfechod mezi nimi (obr. 3). Jazyky jsou na obrazku zna-
zornény obdélniky, prechody pak Sipkami. Ctyii z téchto prechodt (1,
3, 5, 7) odpovidaji konstrukcim novych ikonickych jazyki, tii (2, 4, 6)
pak predstavuji vznik novych jazykt symbolickjch. Schéma na obr. 3
predstavuje podle autora vyvoj matematiky, ve vyucovani je vSak situace
jina.

Pro matematické vzdélavani jsou podstatné otazky porozuméni, které
se pochopitelné uskutecnuje v dusevnim svété jednotlivych zakt, nepro-
biha proto rovnomérné a nelze patrné zjistit v jakém jazyku ,zak prave
mysli“. Podle mého nazoru je jiz matematika prvniho ro¢niku zakladni
skoly ,hfistém* tii stfidajicich se jazykt. Napf. poznavani malych pfiro-
zenych ¢isel zacina ,hrou® s predméty, probiha tedy v enaktivni reprezen-
taci, pfitom se mohou diléi vysledky zakreslovat (ikonicka reprezentace)
a nékdy se i pfi netplné trovni porozuméni zavadéji ¢isla, tedy reprezen-
tace symbolickd). T¥i ¢arky, které kresli dité pfi odpocitavani pfedméti,
tedy pii enaktivni reprezentaci jsou ikonickym vyjadfenim poc¢tu, mohou
se ovSem stat i symbolem pro ¢islo ti.

Pfipomenu v této souvislosti dvé myslenky Kvaszovy.

,Matematika se neskladd z presného symbolického jazyka doplnéného
heuristickymi obrazky, ale ze dvou jazykl téZe hodnoty (of the same
rank), jeden je symbolicky, druhy ikonicky“ ([14], s. 13). ,Sjednoceni (uni-
fication) symbolického a ikonického jazyka ndm umoziiuje chiapat vyvoj
matematiky jako evoluci jejiho jazyka“ ([14], s. 16).
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Ve vyucovani pak miazeme byt, jak jsem jiz nize ukazal, nékdy svédky
HStransmutace“ enaktivni reprezentace v reprezentaci ikonickou a ikonické
v symbolickou.

Kontakt ditéte se svétem neni v nasi civilizaci myslitelny bez rozvijeni
jazyka ditéte. Dité zije v prostfedi své rodiny, ve své ,prirodé“ a jazyk
poznava jako prostfedek své orientace v tomto svété. Spolu s jazykem
se kultivuje mysleni ditéte. Na zakladé kontaktt se svétem ,véci“ (tedy
s Popperovym svétem 1) si utvari dité svét svych subjektivnich zkuse-
nosti a pfedstav (tedy sviyj svét 2). Kontakt s prostfedim, v némz dité
Zije, utvari prirozené a mnohdy i ,zivotné dualezité“ i prvni predstavy
protomatematického charakteru. Poznava maminku a tatinka, dvé své
nozicky a rucicky, dva kroky, moc hracek, ... Proziva déleni prostoru
(postylka, ohrddka, pokoj, byt, zahrada, auto, ...), vyplilovani prostoru
(kostky v krabici, pastelky v pouzdfe, ¢aj v hrnku, ...) i pohyb v prostoru
(jde z pokoje do pokoje, veze se v ko¢érku, jede autem, ... ). Seznamuje se
i s otdzkami dimenzionalni povahy (boticka a jeji stopa, mi¢ a jeho stin,
...), ale poznava i problémy kauzélniho mysleni (kdyz neuklidim hracky,
nepijde ven, ...).

Skutecnost, ze kazdé normalni dité se v pfirozeném vyvoji nauci rozu-
mét a mluvit jazykem rodi¢t (nékdy dokonce i dvéma jazykim) je neuveé-
Fitelny zézrak vyvoje ¢lovéka. Vzdyt tento maly rozvijejici se tvor zvladne
symbolickou reprezentaci jevli okolniho svéta mluvenymi slovy. Zvladne
to ,bez védecké metody“ a jeho ,ucitelé“ (rodice, prarodice, sourozenci,
...) jsou az na zanedbatelné vyjimky laici v oblasti filologie, filosofie, pe-
dagogiky a biologie. Pfiklanim se k nazoru amerického psychologa Hulla:

,Kdybychom ucili déti mluvit ve skole, nikdy by se to nenaudily.

Dalsim divem vyvoje ditéte je détska kresba. Déti obvykle kresli rady
a ,néco“. Vytvareji tedy ikonické reprezentace, které se ovSem vzorim
podobaji dosti mélo a maji tak, aspon pro jejich autory charakter spise
symbolicky.

Skolni matematika by méla prioritné vyriistat ze svéta déti, tedy z fyzi-
kalniho svéta 1 a zkuSenosti a predstavy, které si déti individudlné utvareji
ve svych svétech 2, by mély ,dozrat*, predev§im procesem abstrakce do
pojmil, tedy do prvki svéta 3.

Ve skole jsme dosti ¢asto svédky toho, ze vychodiskem matematického
vzdélavani jsou abstraktni matematické pojmy, tedy casti svéta 3, které
jim ucitel pomaha pochopit nadzornymi vyucovacimi prostiedky, tedy napft.
ikonickymi reprezentacemi.
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Predstavu o tsecce ziska zak jejim rysovanim podle pravitka, pfimku
ovSem narysovat nikdy celou nemiize, narysuje vzdy jen jeji ¢ast, tedy
podle obr. 9a (usecka) a 9b (pfimka). Na obr. 9a je ovSem jiz nakreslena
spiSe symbolickd reprezentace tsecky, nebotf tsecka takto ,nikdy nevy-
pada“. Symbolické reprezentace tsecky AB napf. ve tvaru

X=A4+t-AB a 0<t<1

je prirozené zcela nendzorna.

Obr. 9a, b

Podobné je tomu napt. u reprezentace kruznice. Na obr. 10 je ikonicka
reprezentace kruznice k se stfedem S a polomérem 7, jejimi symbolickymi
reprezentacemi jsou napf. zapisy

k:{XGQ, ‘SXlZT}, (mfn)2+(yin)2:fr2’

kde ovSem p je rovina, v niz kruznice lezi, a m, n jsou soutfadnice jejiho
stfedu.

Obr. 10

6. Zavéry

Ucitel by mél pfi vyucovani pracovat s takovymi reprezentacemi ma-
tematickych pojmu a postupi, které jsou blizké zakam, které jsou priro-
zené. Napf. vizualni reprezentace nemusi byt pfitazliva pro vSechny zaky.
Umberto Eco upozornuje, ze ,zapadni mysleni“ je zaloZzeno na feckém
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principu poznani, podle néhoz poznani prochézi vzdy vidénim, kdezto
kultura zidovska dava prednost slovnim vyjadfenim. Pfitom ,ikona je od
nepaméti soucasti ,,vojska analogického“, text polozil zaklady budoucimu
digitdlnimu systému® ([4], s. 97 a s. 107). Neporozuméni matematice miize
mit kofeny v neporozumeéni jejimu jazyku. Matematiku nelze od jejiho ja-
zyka oddélit, jazyk je formou existence matematiky. Probirani abstrakt-
nich matematickych teorii bez nalezitého porozumeéni je jednim z hlavnich
problémt matematického vzdélavani. Studenti by se méli ucit jazyku ma-
tematiky podobné, jako se dité uc¢i jazyku materskému, ,,implicitné“, tim,
Ze ho spolu s ucitelem pouzivaji pii feSeni problémii. Porozumét matema-
tice znamena osvojit si jeji jazyk.
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